Introduzione

Questa tesi si occupa del problema della fully abstraction per il
linguaggio PCF. E noto che esiste un modello categoriale fully
abstract, definito da Abramsky, Jagadeesan e Malacaria in [1]
e da Hyland e Ong in [2]. Quello che si vuole definire ¢ un
modello “numerico” secondo le idee di Kleene e Gandy su come
dovrebbero essere definiti i modelli.

Nel capitolo 1 e descritto il linguaggio PCF, mentre nel capito-
lo 2 ¢ presentato il problema di trovare un modello fully abstract
per PCF. Nel capitolo 3 questo problema sara risolto per i tipi
0, 1 e 2; e inoltre, si fara notare, con dei controesempi, la diffi-
colta nel generalizzare al tipo 3 ’approccio seguito. Il capitolo
4 conclude la tesi illustrando brevemente le caratteristiche dei

linguaggi funzionali, in particolare dei linguaggi ML e Haskell.
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Capitolo 1

Il linguaggio PCF

Il sistema formale PCF (Programs for Computable Functions) ¢
stato definito da Scott [3] come un “calcolo logico” per studiare
la computabilita e altre proprieta logiche dei programmi usando
la teoria dei tipi. La sintassi di PCF e abbastanza semplice:
¢ essenzialmente il lambda calcolo tipato con I’aggiunta della
ricorsione generale nella forma di un operatore di punto fisso
per ogni tipo e dell’aritmetica di base.

In [4], Plotkin ha presentato il PCF esplicitamente come un
linguaggio di programmazione e ha studiato la relazione tra la
sua semantica operazione e quella denotazionale, basata sul mo-
dello dello spazio delle funzioni continue di Scott. Un linguaggio

di programmazione € un sistema di riduzioni con alcune carat-



teristiche aggiuntive, come una specifica strategia di riduzione.
Un sistema di riduzioni e semplicemente un linguaggio formale
con delle regole di riscrittura. Il linguaggio PCF si ottiene dal
sistema di riduzioni A;(A) definendo una specifica strategia di
riduzione. Il sistema di riduzioni )\?(A) ¢ il lambda calcolo tipa-
to con gli operatori di punto fisso e un insieme A di operazioni

aritmetiche di base.

1.1 Sintassi

1.1.1 Tipi

Useremo le meta-variabili o, 7 e v per denotare i tipi, i quali

sono definiti nel seguente modo:

o =1 numeri naturali
| o booleani

| o= o0 freccia o tipo funzione

Useremo la meta-variabile 3 per denotare i tipi di base ¢ e o.
o = T = v si legge come 0 = (7 = v). Si noti che, per n > 0,

ogni tipo puo essere espresso unicamente come

o1 =09 =0, =3



che abbrevieremo come (01,09, ...,0,,3). Il rank (rango, ordi-

ne) di un tipo e definito come segue:

rank((3) o 0,

rank(o = 1) o max(rank(o)+1, rank(7)).

Un tipo di base § ha rango 0. Se rank(c) = 1, allora ¢ ¢ un
tipo del primo ordine. In generale, per n > 0, diremo che o ¢

un tipo di ordine n se rank(c) = n.

1.1.2 Termini

Per ogni tipo o, fissiamo un insieme {z?} di variabili. Sia C =
{c”} un insieme di costanti tipate. Le espressioni semplici del
linguaggio )\§(C) parametrizzate sull’insieme C di costanti sono

cosl definite:

M == Q° termine indefinito
| costante
| a° variabile

| (M- M) applicazione
| (Az?.M) M-astrazione

| Y?(M) Y-termine



L’applicazione (M-N) e scritta semplicemente M N. M Ny --- N,
¢ una abbreviazione per (--- ((MN;)N3) --- N,), in quanto I'ap-
plicazione associa a sinistra. Un termine non tipato € una espres-
sione semplice senza le etichette di tipo.

L’insieme delle variabili libere di un termine M, che denote-

remo con FV(M), e cosi definito induttivamente:

Fv(Q) “ g
FV(e) < g
FV(z?) < {27}
FV(MN) “ Fv(M) UFV(N)
FV(Oa'.M) Y Py \ {27}

FVY (M) Ry

=

)

Un termine M & chiuso se FV(M) = ().

1.1.3 Regole di assegnazione dei tipi

Data una collezione C di costanti tipate, il sistema di riduzioni
)\?{(C) consiste di espressioni semplici che sono ben tipate. La

frase M : o asserisce che il tipo del termine M ¢ o. Il tipo di un



termine ¢ definito induttivamente dalle seguenti regole:

z%: o Q%: o

o. M:o= o

€9 Y (M): o

M:oco=1 N:o M: T
(M-N): T (AN M):0=T1

1.1.4 Operazioni aritmetiche

Fissiamo un insieme A di operazioni aritmetiche di base con i

rispettivi tipi:

n oot numerali, per ogni n > 0
t.f : o booleani, vero e falso
succ : L=t costante successore
pred : (=1 costante predecessore
zero? . 1= 0 test per la costante zero
cond : 0= 1= 1= condizionale intero
cond’® : 0= 0= 0= 0 condizionale booleano

1.1.5 Regole di riduzione

Scriviamo 'operazione di sostituzione di termini come M[N/z]
che significa “in M, sostituisci il termine N ad ogni occorrenza
libera di x?”, avendo cura di rinominare le variabili vincolate
quando necessario per evitare un conflitto di variabili.
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I contesti sono termini con dei “buchi” (holes) come sotto-
termini, che possono essere riempiti con termini di tipo compa-
tibile. Le meta-variabili X7, Y/ denotano dei buchi; le etichette
per i tipi saranno omesse quando possibile. La meta-variabile C'

denota invece un contesto. I contesti sono definiti come segue:
C == X°|Q | 27| (M°.C) | (C.C) | (Y°CD)).

Scriveremo C[X7, ..., X,,] per denotare un contesto con i buchi
X1,...,X,. La sostituzione all’interno di un contesto ¢ una
operazione definita ricorsivamente come segue: per i termini

P, ..., P, che sono di tipo compatibile rispettivamente con i

buchi X{*, ..., X7 CI[P, ..., P,] e cosi definita:

p

C se C & una variabile
o0 costante
P se C' ¢ il buco X"

(Cl[Pl, ceey Pn] . CQ[Pl, ceey Pn]) se C' = (Cl . Cg)
(\x?.C'[Py, ..., By)) se C'= (\z?.C")

(Y (C'[P, ..., P))) se C'=(Y?(C"))

\

E importante notare la differenza tra la sostituzione nei con-
testi e la sostituzione nei termini: le variabili possono diventa-
re vincolate dopo la sostituzione in un contesto. Per esempio,
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sia. C[X] il contesto Az.Xx; allora Clzy] & Az.(zy)z. Invece,
CX][(zy)/X] & Az.(xy)z; si noti che la variabile vincolata x in
Ar.X.x e stata rinominata in z per evitare il conflitto.

La riduzione o riscrittura nel sistema >\§(A) & rappresenta-
ta come una relazione binaria — sui termini chiusi. M — N
si legge come “il termine M si riduce in un passo a N”. Il si-
stema di riduzioni )\?(A) cosl come presentato nel seguito non
¢ deterministico: dato che non ¢ legato a nessuna strategia di
riduzione, esso non e ancora un linguaggio di programmazione.
La relazione — ¢ definita ricorsivamente dai seguenti insiemi di

schemi di assiomi e di regole:
e \-riduzioni:
(M. M)N — M[N/z°]  Y°(M)— M(Y°(M))
Q% — Q°

e /-riduzioni: sia 3 un tipo di base,

cond’t — Az?.(\y?.2) cond’f — Az (\yP.y)
succn — n + 1 predn +1 —n

pred0 — 0 zeron+1—f
zero?0 — t Q¢ — Q°



e chiusura compatibile:

M — M
C[M]HC[M,]

La parte sinistra di una istanza di uno schema di assiomi di
A-riduzione e chiamato A-redex; analogamente si definisce un
d-redex. La riduzione “sotto una lambda” e permessa nel si-
stema di riduzioni (ma non nel linguaggio di programmazione
PCF come vedremo in seguito). Per esempio, Azx‘.succl — Ax'2 e
derivabile. Se nessun sottotermine di M ¢ un A-redex allora chia-
miamo M una \-forma normale; analogamente definiamo una
d-forma normale. Un termine M & una —-forma normale (o
semplicemente una forma normale) se non esiste nessun termine
N tale che M — N. Quando M — M’ ¢ una A-riduzione scri-
veremo M —) M’ mentre quando M — M’ & una dé-riduzione
scriveremo M —s M.

Un )\?(A)-progmmma (o semplicemente un programma) e
un )\§(A)—termine chiuso di un tipo di base. I walori di base
sono i numerali e i booleani. Useremo la meta-variabile V' per
denotare un valore di base. Da una semplice analisi sintattica
dei casi, se un programma e in —-forma normale, allora ¢ un

valore di base. Questo significa che quando la computazione di



un programma termina, si ha la garanzia che il risultato sia un
dato significativo, piuttosto che un pezzo di codice insignificante
come {2'. Per questa ragione ammettiamo la riduzione 27 — Q7.

Definiamo — come la chiusura riflessiva e transitiva di —.
Una relazione binaria R su un insieme S si dice che soddisfa la
proprieta del diamante se quando sRs; e sRso, allora esiste un

t tale che s;Rt e soR¢t.

Lemma 1.1.1.
i. La relazione binaria — ) soddisfa la proprieta del diamante.
1. La relazione binaria —s soddisfa la proprieta del diamante.

1. Le relazioni binarie —\ e —»5 commutano; cioe, quando
M —y My e M —5 My, esiste un N tale che My —5 N e
M2 ™\ N.

Usando questi tre risultati si puo dimostrare:

Proposizione 1.1.2 (Church-Rosser). La riduzione — su
)\?(A) ¢ Church-Rosser, cioe se M — My e M — M, allora
esiste un N tale che M7 — N e My —» N.



1.2 Semantica operazionale

La semantica operazionale di un linguaggio di programmazione
si riferisce ad una specifica macchina astratta con cui e possibile
eseguire un programma del linguaggio. Il significato di un pro-
gramma ¢ dato dalla sequenza di passi che la macchina compie
per eseguirlo.

La semantica operazionale del linguaggio PCF si ottiene dal
sistema di riduzioni /\§;(A) specificando come strategia di ridu-
zione quella che sceglie la riduzione piu a sinistra; i #-redex sono
contratti secondo la modalita call-by-name (piuttosto che con la
call-by-value). La strategia permette solo riduzioni deboli, cioe
non sono consentite riduzioni “sotto una lambda”. La semantica
operazionale e presentata in termini di contesti di valutazione.

Definiamo un contesto di valutazione come
E = X7\ (B-M)|(fE)

dove X7 denota un buco di tipo o, mentre M e f sono meta-
variabili che denotano rispettivamente i termini PCF e le costanti
dell’insieme A. Si noti che il buco X occorre precisamente una
volta in ognuno di tali contesti. La riduzione di un passo > sui
termini PCF chiusi e definita induttivamente secondo i seguenti
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assiomi e regole:

(e M)N > M[N/2°]  Y°(M) > M(Y?(M))

@ BTy
condtMN > M cond’fMN > N
succn >n + 1 predn +1 > n
pred0 > 0 zeroln+1> f
zero?0 >t

Inoltre definiamo:

def . . . .. .
> = chiusura riflessiva e transitiva di >,

M s>, M L 3y, . MM = My, M, = M
& M; > M1, per ogni 0 < i < n,
M,V PNV >, V, per qualche n > 0,

g M |}, V, per qualche n > 0.

MV

Ricordiamo che i programmi PCF sono termini chiusi di tipi

di base. I valori sono le A-astrazioni e le costanti; useremo la

meta-variabile V' per denotare un valore. Seguendo il paradigma
funzionale, eseguire un programma in PCF significa valutarlo.

Possiamo presentare la semantica operazione del PCF in mo-

do equivalente, in termini di una relazione di valutazione. For-

malmente, definiamo ricorsivamente una relazione |} tra termini
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chiusi e valori tramite le seguenti regole (leggiamo M || V' come

“il valore del termine chiuso M ¢ V7):

Mn M{n+1
ViV succM | n+1 predM | n
M |0 Mt PV Mt QUV
predM | 0 cond’ MPQ |V cond’ MPQ || V
MU0 M{n+1 P[N/z| |V
zero?M | ¢ zero?M | f (M. P)N |V

MY’ (MYYV MUV VNV
Y M) IV MN JV

Naturalmente le due nozioni di |} coincidono.

1.2.1 Lemma del Contesto

Esaminiamo una proprieta operazionale del PCF chiamata lem-
ma del contesto, secondo il quale 1’ “equivalenza osservazionale”
tra termini e determinata dal solo comportamento applicativo.

Diciamo che due pezzi di programma M e N sono osservazio-
nalmente equivalenti, e scriveremo M ~ N, se per ogni contesto
C[X] tale che sia C[M] sia C[N] sono programmi, e per ogni
valore V', C[M] || V se e solo se C[N] || V. Scriveremo inve-
ce M = N per indicare che, per ogni contesto C[X] tale che

sia C[M] sia C[N] sono programmi, e per ogni valore V', se
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C[M] § V allora C[N] | V. Naturalmente, nelle definizioni as-
sumiamo che M e N siano dello stesso tipo, e consideriamo solo
quei contesti C'[X] i cui buchi sono dello stesso tipo di M e N.

Il lemma del contesto dice che se M e N sono osservazional-
mente inequivalenti, allora esiste un particolare tipo di contesto,
detto applicativo, che ci mostra le differenze tra i due termini.
M e N sono osservazionalmente inequivalenti nel caso in cui
esiste un contesto C[X] che li distingue: il programma C[M]
converge a un valore di base, diciamo V', mentre C'[N] no (cioe
C[N] converge a un valore diverso da V' o non converge), o
viceversa. Un contesto applicativo € un contesto che ha preci-
samente un buco, il quale occorre nella posizione piu a sinistra.

Piu precisamente un contesto applicativo e un contesto del tipo

C[X] = XM --- M, dove gli M; sono termini PCF.

Teorema 1.2.1 (Lemma del contesto). Siano M e N termini
PCF chiusi dello stesso tipo o, che scriviamo come (o1, ..., 0p, 3).

Se M e N soddisfano la sequente condizione:

Per ogni n-pla di termini PCF chiusi Py : o1,..., P, : o,
e per ogni valore V., se MPy--- P, || V, allora anche
NP - P V;
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allora M = N.

Il significato del lemma del contesto e il seguente: i termini
del linguaggio PCF sono determinati dal loro comportamento

applicativo.

1.3 Semantica denotazionale

Secondo la semantica denotazionale, il significato di un program-
ma e un elemento di una struttura matematica scelta come uni-
verso del discorso. Questa struttura rappresenta il modello de-
notazionale. Una semantica o funzione di valutazione associa
al programmi delle denotazioni che sono elementi del model-
lo. Una caratteristica importante dell’approccio denotazionale
e la definizione di una funzione di valutazione tramite induzione
strutturale. Questo comporta una interpretazione composizio-
nale dei programmi: il significato di un programma e definito in
termini dei rispettivi significati dei suoi componenti.

Dato che PCF e un linguaggio funzionale tipato, una interpre-
tazione del linguaggio deve mettere a disposizione un sistema di
“domini” che danno una interpretazione ai tipi semplici, un do-

minio per ogni tipo. La denotazione di un termine PCF ¢ data da
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una funzione di valutazione che rispetta il tipo, la quale prende
un termine PCF e un ambiente che assegna delle denotazioni alle
variabili che occorrono libere nel termine, per produrre una de-
notazione del termine come un elemento del dominio appropria-
to. Seguendo lo stile delle semantiche denotazionali, la funzione
di valutazione deve essere definita composizionalmente.

Una caratteristica importante del PCF ¢ la ricorsione generale
nella forma di un operatore di punto fisso per ogni tipo funzione
o= 0.

Una collezione di domini di valori per PCF comprende:

e una famiglia {D} di cPO (la definizione & riportata in

seguito), uno per ogni tipo o,

e per ogni coppia di tipi ¢ e 7, una operazione - : D77 X
D? — D7. Datid € D77 e e € D?, spesso scriveremo d - €

semplicemente come de.

Un ordinamento parziale completo (CPO, complete partial order)

¢ un insieme parzialmente ordinato (D, C) tale che:

i. Esiste I’elemento minimo (denoteremo 1’elemento minimo

di D7 con L7, o semplicemente con L );
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ii. Ogni sottoinsieme diretto X ha un minimo estremo supe-

riore (lub, least upper bound) in D (che denoteremo con
LX)

Un sottoinsieme X di un insieme parzialmente ordinato (D, C) ¢
diretto se ogni coppia di elementi di X ha un estremo superiore
in X.

Una interpretazione del linguaggio )\§(A) ¢ una coppia
({D?}, A), dove {D?} & una collezione di domini di valori per
PCF e la funzione

A: A — U D°
rispetta i tipi, cioe se ¢ € A & una costante di tipo o, allora A(c)
¢ un elemento di D?. Tale interpretazione A (di A) ¢ detta essere
standard se D" & il CPO piatto (flat) dei numeri naturali, ordinati
come in figura 1.1, e D? e il CPO piatto dei booleani ordinati

come in figura 1.2; inoltre deve valere la seguente interpretazione
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L

Figura 1.1: Il cPO piatto dei numeri naturali.

t f

L

Figura 1.2: Il cpo piatto dei valori booleani.

delle costanti: per d,e € D’ n € D*,b € D°,

At) =t A(f) =f

d seb=t t sen=20

A(condVbde ={ ¢ seb=f A(zero)n=< f sen>0

1l seb=_1 1l sen=_1
\ \
(
n—1 sen>1
n+1 sen>0
A(succ)n = A(pred)n = ¢ 0 sen =0
1 sen=_1

1 sen=_1

\

An)=n (n>0).
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Abbiamo bisogno ora di un insieme Env di ambienti. Un
ambiente ¢ una funzione, che rispetta i tipi, dall’insieme delle
variabili a U,D?. Denoteremo gli ambienti con la meta-variabile

p. L’operazione di modifica e definita come segue: per d € D,

R R S
p(z) altrimenti.
L’ ambiente indefinito | manda ogni variabile 2 in 1°.

Data una interpretazione ({ D?}, A), un modello continuo del
minimo punto fisso di PCF e una funzione semantica che rispetta
i tipi

A[-](—) : A;(A) — (Env — gDU)

e che soddisfa i seguenti criteri:

Semantica composizionale del minimo punto fisso Sia-

no M e N termini PCF e d € D7,

Alz"1(p) = p(z), (1.1)
Al)(p) = L7, (1.2)
Ale](p) = Al), (1.3)
AIMN](p) = A[M]p- A[N](p), (1.4)
Alra® M](p) -d = A[M](plz" — d), (1.5)
ALY (M)](p) = fixo(A[M](p)); (1.6)



dove fix,(f) € una abbreviazione di | |{f™"(L?) : n € w}, per ogni
feD= (fO%L)staper Le fo(L)staper f(---(f(L))---).)

L’interpretazione dell’operatore di punto fisso nYU(—) si basa
sul teorema del punto fisso di Knaster-Tarski. Per applicare il
teorema e necessario che la denotazione di ogni termine PCF
chiuso di tipo 0 = o (che gia sappiamo essere un elemento di
D?=7) sia una funzione continua da D? a D?. Una funzione
f:D— E traicrpo D e E, ¢ continua se f(| | X)=1|]f(X),
per ogni sottoinsieme diretto X di D.! Questo ci costringe a
porre un ulteriore vincolo sulla collezione dei domini di valori:
per ogni tipo funzione ¢ = 7, il dominio D?~" deve essere un
sottocPO del cpO [D? = D7] delle funzioni continue da D’ a

D

Vincoli strutturali Siano M e N termini ben tipatie p, p’ €

' esistenza di | | f(X) & garantita se f & monotona, cioe se Vd,d' € D: d Cp d =
f(d) Cg f(d), in quanto 'immagine di un insieme diretto, data da una funzione che

conserva ’ordine, € un insieme diretto.
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Env,

(Env)  se p(x7) = p/(27) per ogni z7 € FV(M),
allora A[M](p) = A[M](p");
(Subst) A[M[N/27]](p) = A[M](p[z” — A[N](p)));
(Cont) se A[M](p) = A[N](p) per ogni p,
allora per ogni contesto di tipo compatibile C[X]
abbiamo che AJC[M]](p) = A[C[N]](p) per ogni p.

Secondo il primo vincolo strutturale, (Env), la valutazione di
un termine deve chiaramente essere invariante sugli ambienti che
concordano su tutte le variabili che occorrono libere nel termine.
Per questa ragione, se un termine ¢ chiuso (non ha variabili
libere), non c’¢ pericolo nello scrivere la denotazione di M come
A[M](L), dove L & I'ambiente che associa 1 a ogni variabile;
si puo anche scrivere A[M].

I1 secondo vincolo strutturale, (Subst), insieme ai preceden-
ti vincoli semantici del minimo punto fisso rende valida la (-
equivalenza; questo significa che, per ogni coppia di termini PCF

M :7e N : o0, e per ogni ambiente p,

Al(Az?. M)N](p) = AIM[N/z°]](p)
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Infatti:
AlAz”. M)N|(p) = Al z?.M](p) - A[N](p) per 1.4
= A[M](plz” — A[N](p)]) per 1.5
= A[MN/z]](p) per (Subst)
Infine, il terzo vincolo strutturale, (Cont), asserisce che la va-

lutazione di termini PCF ¢ una operazione “libera da contesto”.

Correttezza operazionale Se M — N, allora A[M](p) =
A[N](p) per ogni p.

Assumendo che l'interpretazione dei tipi di base e standard,
questo vincolo assicura che quando un programma converge a

un valore, la sua denotazione coincide con esso.

Inoltre il modello e detto essere di ordine estensionale se, per
ogni f,g € D77, f C gseesolose f-dC ¢g-d, per ogni
d € D?. Il modello & estensionale se, per ogni f,g € D777,
f=gseesolose f-d=g¢g-d, per ogni d € D?. La condizione
di estensionalita e soltanto un altro modo di dire che per ogni
tipo funzione ¢ = 7, il dominio di valori D°~7 e una collezione
di funzioni da D? a D". Ovviamente un modello ¢ estensionale

se ¢ di ordine estensionale.
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Capitolo 2

Il problema della full

abstraction per PCF

Secondo la semantica operazionale, due programmi sono equiva-
lenti se la macchina che li esegue si comporta allo stesso modo.
Al contrario, secondo la semantica denotazionale, due program-
mi sono equivalenti se denotano lo stesso oggetto nel modello
denotazionale. Dato che i due stili di semantica sono diversi
concettualmente, non c’e¢ nessuna ragione per cui le due teo-
rie di equivalenza debbano coincidere. Quindi e naturale chie-
dersi come una teoria di equivalenza di programmi ¢ correlata
all’altra.

Lo scopo primario della semantica denotazionale ¢ quello di

fornire una definizione canonica dei significati dei programmi.
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Una definizione canonica e importante perché non solo docu-
menta il progetto di un linguaggio, ma stabilisce anche uno
standard matematico per I'implementazione del linguaggio sui
calcolatori. Senza delle fondamenta sicure per i significati dei
programmi, non ci possono essere delle basi per ragionare sulla
correttezza e su altre proprieta di programmi. Al contrario, la
semantica operazionale e adatta a catturare le intuizioni di un
linguaggio di programmagzione a un livello piu vicino alla mac-
china piuttosto che al programmatore. E’ ideale per descrivere
implementazioni a basso livello piuttosto che specifiche ad alto
livello di un linguaggio di programmagzione. Riassumento, ogni
stile di semantica e adatto per qualcosa. Si possono quindi usare
entrambi, cosicché uno complementi I'altro. Questo ci porta ad
un punto cruciale: affinché sia possibile beneficiare di entram-
bi gli stili di semantica, ¢ necessario sapere come uno stile e
correlato all’altro.

Esaminiamo piu da vicino ognuno dei due stili di equivalen-
za di programmi. Cosa significa che due programmi (o pezzi di
programmi) hanno lo stesso comportamento a livello di osser-
vazioni quando sono eseguiti sulla stessa macchina? I program-

matori comprendono bene questa nozione di equivalenza: due
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pezzi di programma sono equivalenti se possono sempre essere
intercambiati senza influenzare il risultato visibile o osservabile
della computazione. Questo criterio di equivalenza, chiamato
equivalenza osservazionale, € formalmente espresso in termini
di invarianza del risultato osservabile sotto tutti i contesti di

programma. Come abbiamo visto nella sezione 1.2.1,

Due pezzi di programma M e N sono detti essere os-
servazionalmente equivalenti, e scriveremo M ~ N, se
per ogni contesto di tipo compatibile C'[X] tale che
C[M] e C[N] sono programmi, e per ogni valore V,
C[M] | V se esolose C[N] | V.

In [3], Scott ha introdotto quello che sarebbe divenuto il mo-
dello dello spazio delle funzioni continue di Scott, per i pro-
grammi PCF. Ha usato i CPO piatti standard per interpretare
i booleani e i numeri naturali, e lo spazio delle funzioni conti-
nue di Scott per interpretare i tipi funzione. Chiameremo que-
sto modello il modello standard continuo (o semplicemente, il
modello standard) del PCF. L’aggettivo “continuo” qualifica il
modo in cui sono interpretati gli operatori di punto fisso, cioe in

modo standard come i minimi estremi superiori delle w-catene
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delle successive iterate.! Il modello standard & inoltre di ordine
estensionale.

Scrivendo A[M] per denotare il significato del termine M
(trascurando ’ambiente), diciamo che la semantica denotazio-
nale A[—] & adeguata se per ogni coppia di termini M e N, di

tipo compatibile,
A[M] = A[N] — M=~ N

Se, in aggiunta, e valida anche I'implicazione inversa, e cioe
A[M] = A[N] — M =~ N

allora la semantica denotazionale ¢ detta essere fully abstract
per il linguaggio.

Adeguatezza e full abstraction ci dicono come i punti di vi-
sta operazionale e denotazionale sull’equivalenza di programmi
sono correlati I'uno con 1’altro. Esse sono indicazioni di quan-
to affidabile o di quanto “adatto” sia il modello denotazionale
rispetto al linguaggio. Piu specificamente, ’adeguatezza ci as-
sicura che il modello ¢ abbastanza affidabile per affermare 1’e-
quivalenza osservazionale tra due termini, dato che per farlo ¢

sufficiente avere I'uguaglianza denotazionale; ma il modello non

Vedi sezione 1.3.
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e abbastanza affidabile per rifiutare I'equivalenza, per cui ab-
biamo bisogno della full abstraction. L’adeguatezza ¢ di solito
relativamente semplice da dimostrare, ma non e cosi per la full
abstraction. Di solito un modello non e fully abstract perché e,
in qualche senso, una struttura troppo ricca per il linguaggio:
contiene oggetti semantici che “non possono essere computati”
dal linguaggio di programmazione. Al contrario, un modello
che e fully abstract per un linguaggio fornisce un caratterizza-
zione molto soddisfacente del linguaggio e della sua equivalenza
osservazionale.

Plotkin in [4] ha dimostrato che il modello standard ¢ adegua-
to ma non fully abstract per PCF. Egli ha anche indicato la causa
del fallimento della full abstraction. Essa puo essere spiegata, in
poche parole, dal fatto che mentre i programmi PCF corrispon-
dono a algoritmi “sequenziali”, il modello standard dello spazio

¢

delle funzioni continue di Scott contiene funzioni “parallele”, o
Y
piu precisamente funzioni che possono essere implementate solo

da algoritmi paralleli.
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2.1 Requisiti per un modello fully abstract

Ora, nonostante esista un consenso ampiamente diffuso sul fat-
to che il problema della full abstraction sia difficile da risolvere,
non esiste pero una idea ugualmente accettata su cosa costitui-
sca una soluzione al problema. La questione e di natura filosofica
e riguarda lo stabilire cosa € un buon modello: un buon modello
illumina, da una nuova prospettiva sul comportamento o seman-
tica operazionale del linguaggio in questione. Un buon modello ¢
astratto e sintetico. Un modello astratto ¢ un modello costruito
senza ricorrere alla sintassi o alla semantica operazionale del lin-
guaggio. Piu il modello € computazionalmente neutrale nella sua
concezione, piu e adatto come soluzione al problema. Per mo-
dello sintetico si intende invece un modello con una descrizione
costruttiva e assiomatica dello spazio delle funzioni che interpre-
ta i tipi del PCF (in termini delle rispettive interpretazioni delle
componenti).

Consideriamo il modello standard dello spazio delle funzio-
ni continue di Scott: questo chiaramente soddisfa il criterio di
costruzione astratta, in quanto CPO e funzioni continue sono og-

getti semantici computazionalmente neutrali. Anche la descri-
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zione sintetica fornita dal modello e soddisfacente: i domini di
Scott e le funzioni continue costituiscono una categoria cartesia-
na chiusa. Il modello dello spazio delle funzioni continue fallisce
pero nel caratterizzare la sequenzialita ad alti tipi del PCF per-
ché “troppo grande”; infatti, alcuni algoritmi paralleli, che non

sono definibili in PCF, sono denotati da funzioni continue.

2.2 Full abstraction e sequenzialita

Dato che il punto cruciale del problema della full abstraction
¢ la caratterizzazione delle computazioni sequenziali, possiamo
riformulare il problema della full abstraction per PCF come il
problema di trovare una caratterizzazione astratta e sintetica
dei funzionali sequenziali definibili in PCF. Con questa formu-
lazione evidenziamo le difficolta inerenti al problema, dato che
non abbiamo una definizione adatta di sequenzialita ad alti tipi.
Infatti, non e chiaro se esistono diverse nozioni non equivalenti
di sequenzialita di ad alti tipi, ognuna delle quali ugualmente
attraente o, come la nozione di computabilita effettiva, ne esiste
essenzialmente una sotto possibili forme differenti.

Sebbene non ci sia ancora un consenso sul fatto che PCF sia
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un esempio canonico di linguaggio di programmazione sequen-
ziale ad alti tipi, ¢’e molta evidenza che PCF calcola solo funzioni
sequenziali. Naturalmente I’aggettivo sequenziale e usato in un
senso informale. Espressa in termini tecnologicamente pitu pre-
cisi, l'intuizione generale e che un linguaggio e sequenziale “se
puo essere implementato senza dividere il tempo tra piu processi
di controllo”. Sebbene l'idea di sequenzialita e intuitivamente
chiara, e molto difficile formularla in termini matematici: la se-
quenzialita del primo ordine si puo caratterizzare abbastanza
facilmente; la reale difficolta e definire la sequenzialita ad alti
tipi.

Sembra abbastanza chiaro che il PCF come linguaggio di pro-
grammagzione “definisce” un modello di funzioni computabili se-
quenziali di alto tipo. Chiamiamo questo modello di computa-
zione sequenziale (formalmente definito in termini della collezio-
ne di funzioni numeriche di alto tipo definibili in PCF) sequen-
zalita PCF . Ora, un modello fully abstract di PCF che soddisfa
i due criteri di astrazione e di descrizione sintetica sarebbe una
buona caratterizzazione di questo particolare modello di sequen-
zialita ad alti tipi. Quello che ¢ meno chiaro a questo punto e

se la sequenzialita PCF cosi definita e in qualche senso canonica.
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Detto diversamente, la sequenzialita PCF e universale, o in qual-
che senso inevitabile? O e solo una nozione ad hoc? C’¢ qualche
evidenza per supportare la seguente proposizione che puo essere
chiamata la tesi di Church-Turing per la sequenzialita ad alti

tipi?

Tesi di Church-Turing per la sequenzialita La
collezione di funzioni computabilt sequenzialt di alto
tipo, intuitivamente chiara ma definita informalmente,
¢ data dalle funziont numeriche di alto tipo che sono

definibili in PCF.

Come la tesi di Church-Turing, anche questa tesi non ammette
nessuna dimostrazione matematica nel senso convenzionale. Un
modo per ottenere la sua accettazione, come ¢ avvenuto per la
tesi di Church-Turing, e quello di costruire un certo numero di
modelli, intuitivamente attraenti, di computazioni sequenziali di
alto tipo, ognuno dei quali computa precisamente la classe delle

funzioni definibili in PCF.
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2.3 Adeguatezza e Adeguatezza Debole

Come abbiamo visto, una semantica denotazionale ¢ adeguata
per un linguaggio di programmazione se l'uguaglianza denota-
zionale implica ’equivalenza osservazionale. Questa implicazio-
ne e spesso la piu semplice delle due direzioni da provare. Se
vale anche I'implicazione nell’altra direzione, allora la semantica
denotazionale e detta essere fully abstract per il linguaggio.

Il comportamento operazionale di un linguaggio di program-
mazione puo essere correlato al modello denotazionale in un sen-
so ancora piu debole: diciamo che la semantica denotazionale e
debolmente adegquata se per ogni programma M e per ogni valore
v

AM](L) = AV](L) = MLV

[’adeguatezza debole esprime una corrispondenza debole tra il
comportamento denotazionale ed operazionale dei programmi.
Se non valesse per la semantica denotazionale in questione, pro-
babilmente quest’ultima non sarebbe utile. L’adeguatezza de-
bole ¢ quindi una condizione indispensabile nel valutare quan-
to una semantica denotazionale sia adatta ad un linguaggio di

programmaszione.
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Se la funzione di valutazione e composizionale, o piu pre-
cisamente, se il vincolo strutturale (Cont)? & soddisfatto, al-
lora I'adeguatezza debole implica ’adeguatezza. Si consideri
una coppia di termini PCF M e N, e si supponga che A[M](p)
= A[N](p) per ogni ambiente p. Dato un contesto C[X] tale
che C[M] e C[N] siano programmi, si supponga che C[M] | V
per qualche valore V. Dall’adeguatezza debole, A[C[M]](L) =
A[V](L). Dal vincolo strutturale (Cont), abbiamo che
A[CIM]|(L) = A[C[N]]J(L). Quindi, deduciamo che
A[CIN][(L) = A[V](L) per ogni contesto C[X]. Di nuovo
dall’adeguatezza debole, abbiamo che C'[N] || V. Esattamente
nello stesso modo, possiamo far vedere che C[N] || V' implica

CM] V.

Teorema 2.3.1 (Adeguatezza Debole). Sia A[—](—) un mo-
dello continuo di PCF che seque l’interpretazione standard. Per

ogni programma M e ogni valore di base V, se A[M](L) =
A[V](L) allora M |} V.

La strategia di dimostrazione si basa sul cosiddetto argomen-
to di computabilita [4]. Essa illustra una caratteristica saliente

del ragionamento induttivo nel lambda calcolo tipato: spesso e

2Vedi sezione 1.3.
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necessario dimostrare una proprieta uniformemente per tutti i
termini quando siamo interessati alla sua validita solo per un
sottoinsieme proprio dei termini.

Si usi V' per denotare un valore di base. Un termine chiuso di
un tipo di base (cioé un programma) ¢ computabile se e solo se
soddisfa 'asserzione del teorema sulla adeguatezza debole. La
nozione di computabilita si estende ai termini di alto tipo e a

quelli che contengono variabili libere:

e Se M : 3 e chiuso, allora M e computabile se A[M] =
A[V] implica M | V.

e Se M : 0 = 1 e chiuso, allora M e computabile se M N e

computabile per ogni termine chiuso computabile N : o.

e Se M : o ha variabili libere {z7',... 29"}, allora M &
computabile se per ogni sostituzione # che mappa ogni
x]" a un termine chiuso computabile N;, il termine My =

M[Ny/z, ..., N, /x%"] & computabile. (Si noti che stia-

mo considerando la sostituzione come una funzione dalle

variabili ai termini che rispetta i tipi.)

Combinando 1 tre casi, osserviamo che un termine
M :(o1,...,0n,3) € computabile se e solo se
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e per ogni sostituzione 6 che associa alle variabili libere di M

dei termini chiusi computabili, e

e per ogni n-pla di termini chiusi computabili Ny : oq,..., N, :
On,
il termine MyN; --- N,, : § € computabile.
Proposizione 2.3.2. Ogni termine PCF ¢ computabile.

Per la dimostrazione vedere [4] o [5].

Se le proprieta matematiche di un modello denotazionale sono
ben comprese, allora ’approccio denotazionale porta ad un mo-
do “algebrico” di ragionare sulle proprieta globali di programmi.
Comunque, affinché le fondamenta semantiche fornite dal mo-
dello denotazionale siano rilevanti per il linguaggio di program-
mazione in questione, il modello deve essere adatto al compor-
tamento operazionale dei programmi. L’adeguatezza fornisce
un criterio di fondamentale importanza per valutare i modelli

denotazionali.

2.4 Risultati sulla full abstraction

Definizione 2.4.1 (Elemento compatto). Un elemento d di
un CPO D e compatto se, per ogni sottoinsieme diretto X di D,
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se d T | | X allora esiste v € X tale che d C x.

Definizione 2.4.2 (Cpo algebrico, Cpo w-algebrico). Un
CPO D ¢ algebrico se per ogni d € D, il sottoinsieme {x = d : x
¢ compatto} di D ¢é diretto e il suo minimo estremo superiore é
d. Inoltre, D ¢ w-algebrico se ha un insieme infinito numerabile

di elementi compatti.

Definizione 2.4.3 (Cpo consistentemente completo). Un
CPO D ¢ consistentemente completo se ogni coppia di elements
di D che ha un estremo superiore in D ha anche un minimo

estremo superiore in D.

Definizione 2.4.4 (Dominio di Scott). Un dominio di Scott

e un CPO w-algebrico, consistentemente completo.

Supponiamo che una collezione {D?} di ¢PO come domini di
valori per PCF costituisca un modello continuo di ordine estensio-
nale per PCF. Quali proprieta possiamo inferire sulla struttura
del sistema di cpo {D?}? 11 seguente risultato afferma che tali
domini di valori sono domini di Scott. Inoltre esiste una impor-
tante condizione necessaria e sufficiente che ci dice quando un

modello continuo e di ordine estensionale e fully abstract.
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Teorema 2.4.5 (Definibilitd). Sia D = ({ D}, A) un modello
di PCF continuo e di ordine estensionale, che seque linterpre-
tazione standard. Allora, per ogni tipo o, il dominio D é un
dominio di Scott. Inoltre, D ¢é fully abstract se e solo se ogni

elemento compatto di ogni dominio di valori D° e definibile.

Vedere [5] per una dimostrazione.

In [4], Plotkin ha dimostrato che il modello standard dello
spazio delle funzioni continue di Scott non e fully abstract per
PCF, ma lo e invece per PCF esteso con il costrutto “condizionale

parallelo”.

Proposizione 2.4.6. Il modello standard dello spazio delle fun-

ziont continue di Scott non e fully abstract per PCF.

Dimostrazione. Dall’adeguatezza abbiamo che 'equivalenza se-
mantica implica ’equivalenza operazionale. Affinché il model-
lo sia fully abstract dovrebbe essere vero anche l'inverso. Fac-
ciamo vedere che cio non e vero con un controesempio: defi-

niamo due termini M, e M; tali che My ~ M; ma non vale

A[My] = A[Mi]. Peri=0,1,

M; = Mf.cond" (£t Q°)(cond"(f Q°t)(cond"(f f)Q2n;) Q)
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9% ot
A 'V \c\
9% fff
N
n; Q"

Figura 2.1: I termini M;.

in cui il tipo di f & (0,0, 0), mentre ny e ny sono due numerali
distinti. Per rendere pitt comprensibili i termini, scriviamoli in
forma diagrammatica (figura 2.1).

Definiamo V' in D°7?7° mediante la seguente tabella:

Vil f t
L 1Lt
f 1L f t
t |t t t

Applicando M; a V' abbiamo che A[M;](L)(V) = n;. Non ab-
biamo quindi 1’equivalenza semantica tra i due termini. Dimo-

striamo ora che M, ~ M.

Definizione 2.4.7 (Sottoprogramma attivo). Il sottopro-
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gramma attivo in un programma M, se esiste, € definito come

seque:

1. Se M ha una delle forme Ax.M;y---, Y?---, succc, predc,

zero?c o cond’c- -, allora M ¢é il programma attivo i M.

2. Se M ha una delle forme succMy, predM;, zero?M; o
cond’ My -+, in cui My non é una costante, il programma

attivo in M, se esiste, e quello in My, se esiste.

Notiamo che se una programma non ha un programma attivo
allora esso € una costante o un termine indefinito; inoltre, se un
programma termina ed ha un programma attivo, allora anche il

programma attivo termina.

Lemma 2.4.8 (Activity Lemma). Supponiamo che

C[My, ..., My] sia un programma terminante con valore ¢, con-
tenente 1 termini chiusi My, ..., M,,. Allora o C[Mj,..., M) ]
termina con valore ¢ per tutti i termini chiusi M{,..., M} di
tipo appropriato oppure esistono un contesto D[—|, un inte-
roi, 1 < 1 < m, e degli interi dy,...,d; tali che per tut-
ti @ terming chiusi M7,..., M di tipo appropriato risulta che
C[Mi,...,M;,] > D[My,...,M,] ed il programma attivo in
DM} ..., M| esiste ed ¢ il programma attivo in un termine
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della forma M/ -- -, oppure ha una delle sequenti forme succM/,

pred M, zero?M! o cond’M! - - -

Dimostriamo che M, ~ M, ragionando per assurdo. Suppo-
niamo che C[My| e C[M;] siano programmi, che C'[My| termini
e che C[M;], se termina, lo faccia con un valore diverso. Per
lactivity lemma applicato a C[M;y] avremo che C[My] > M e
che il programma attivo in M esiste e termina; inoltre, poiché
My ¢ di tipo ((o,0,0),0), il programma attivo ha la forma MyL.
Dalla definizione di M; segue che i programmi LtQ°, LQ°t e
L ff terminano rispettivamente con i valori t, t e f. Applicando
Pactivity lemma a C’[t,Q°] = LtQ°, poiché 2° non termina, o
LMyN{ | t per ogni M|, Ny oppure per ogni M), N/ risulta che
LM{N} > M, dove M ¢ un programma il cui programma attivo
¢ il programma attivo in M}, oppure ha la forma cond’Mj - - - e
termina se LMjN; termina. La prima possibilita e da escludere
poiché Lff |} f, la seconda perché L 2°t termina ma €2° no. La
contraddizione prova che My = M;; analogamente si dimostra

che M1 j M(). L]

Vedere [5] per un’altra dimostrazione di questo teorema che

utilizza questa volta il teorema di definibilita.
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Come la precedente dimostrazione ha chiaramente indicato,
il modello standard non e fully abstract per PCF perché ¢ una
struttura troppo ricca per il linguaggio. La causa della non
corrispondenza € che esistono funzioni, come l'or parallelo (la
funzione V' della precedente dimostrazione), che possono essere
calcolate solo da algoritmi paralleli, mentre PCF ¢ un linguaggio
sequenziale.

(i sono due approcci che possono essere seguiti per ottenere la
full abstraction: il primo e quello di mantenere lo stesso modello
e di modificare il linguaggio; il secondo e quello di non cambiare
il linguaggio ma di restringere il modello. Il primo approccio e
detto espansivo, il secondo e detto restrittivo.

Nell’approccio espansivo il PCF viene esteso con un condi-
zionale parallelo o con l'or parallelo. Sebbene questi costrutti
abbiano un comportamento operazionale molto semplice, rendo-
no il linguaggio non sequenziale. Essi aggiungono una potenza
espressiva a PCF tale che tutti gli elementi compatti del model-
lo dello spazio delle funzioni continue di Scott siano definibili
nel linguaggio esteso. Per il teorema di definibilita, il modello
standard e quindi fully abstract per il PCF cosi esteso.

L’or parallelo, p-or, € una costante del primo ordine, di tipo
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0 = 0 = 0. Per ogni termine B di tipo o,

p-ortB > t
p-orBt > t

p-orff > f

L’interpretazione standard viene estesa nel seguente modo, per

includere 'or parallelo: per by, by, € B3

(

t sebyj=toby=t,

Alp-or[(L)biby = ¢ f seby =by =T,

1 altrimenti.
\

Il condizionale parallelo, pif, & invece una costante del primo
ordine di tipo 0 = 3 = (# = (3 le cui regole di riduzione sono le

seguenti:
pif’ BMM — M
pif tMN — M
pif fMN — N.

Una intepretazione del condizionale parallelo ¢ standard se sod-

disfa la seguente proprieta: per ogni b € B, e per ogni dy,ds €

3B, &il cpo piatto dei booleani.
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4
NJ.)

di seb=t,
_ dy se b=,
Alpif' | (L)bdydy = <
d1 seb:J_edlzdg,

1 altrimenti.

\

L’or parallelo puo essere simulato dal condizionale parallelo con
il termine

Az Ay’ pif°xty.
Infatti, 'or parallelo e il condizionale parallelo sono interdefini-
bili.
Teorema 2.4.9. Il modello continuo standard é fully abstract

per PCF esteso con l’or parallelo o con il condizionale parallelo.

Dato che il modello standard non caratterizza PCF, esiste un
modello che lo fa? Piu precisamente esiste un modello di ordine
estensionale, continuo e fully abstract per PCF? La risposta a
questa domanda ¢ stata data da Milner [6], che ha costruito un

tale modello e ha fatto vedere che ¢ unico a meno di isomorfismo.

Teorema 2.4.10. FEsiste un unico (a meno di isomorfismo) mo-

4N, ¢ il cpo piatto dei naturali.
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dello continuo, di ordine estensionale inequazionalmente fully

abstract.

Quello costruito da Milner e pero essenzialmente un term
model e non aggiunge alla nostra comprensione di PCF piu di
quanto abbiamo acquisito dalla sintassi del linguaggio. Un mo-
do per riformulare il problema della full abstraction per PCF e

quindi il seguente:

Problema della full abstraction per PCF  Tro-
vare una descrizione astratta e sintetica dell unico mo-
dello continuo, di ordine estensionale e inequazional-
mente fully abstract di PCF come identificato da Mil-

ner.
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Capitolo 3

Un modello per PCF

3.1 Elementi parziali ereditariamente consi-

stenti

Sia N l'insieme dei numeri naturali. Definiamo induttivamente

i tipi nel seguente modo:
1. N ¢ un tipo;
2. se a e 3 sono tipi, lo e anche o — 3.

In particolare, denotiamo con 0 il tipo N e, per ogni n > 0,
denotiamo con n + 1 il tipo n — 0.
Diamo ora delle definizioni per induzione sul tipo. Per il tipo

0 definiamo HCy = NU { L%} (LY & chiamato bottom o elemento
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vuoto del tipo 0). Per ogni a,b € HCy, definiamo le seguenti

operazioni e relazioni:

aCobdL a=bva=1° (Inclusione)
i.afob&s a=bva=_10vb=1° (Compatibilita)
( a sea=bvb=_1°
iii. aUpb o b sea=bVa=1° (Unione)
\ 19 altrimenti
iv. a lob o= (Compatibilita verso il basso)

def | @ sea=b _
v.aMNgb = (Intersezione)
19 altrimenti
Per il tipo ¢ = a — [ definiamo HC, come l'insieme delle
funzioni parziali continue e monotone da HC, a HCs — {1°}.
La funzione A € HC, che a By, ..., B, € HC, associa rispetti-
vamente A(By), ..., A(B,) € HCgs sara denotata con

A(B)) ... A(B,)
Bi ... B,

La funzione ovunque indefinita, I’elemento vuoto del tipo o, sara
denotata con L7. Per ogni A € HC,, Dom(A) indica il dominio
di A. Per ogni Ay, Ay € HC,, definiamo le seguenti operazioni e
relazioni:
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i. (Inclusione)

A1 Cy Ay £y YB, € Dom(A,) 3By € Dom(Ay).

By Co By A A(By) €5 A(By)

ii. (Compatibilita)
Ar 1, Ay &L B, € Dom(A,) VBs € Dom(Ay):

By 1o By = Ai(By) T8 Ay(DBs)

iii. (Unione)
)

'unione delle relazioni di A; e 4, se A1 T As

de
Al Us A2 :f { AQ se Al C, AQ

1° altrimenti
\

iv. (Compatibilita verso il basso)

A1 lg A2 <ﬁ> 1B € Dom(Al) dB, € DOTI’L(AQ)

By 1o Bo N A1(B1) | Ax(Bo)

v. (Intersezione)

e A{(B As(B
AN, A, { [ 1(;)85}92( 2)] ‘
1 Yo 2

B, € Dom(Al), By € DOm(AQ),

Bi 1o By & Ay(B1) | A2(B2)}
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vi. (Differenza)
(

Al Se A2 =17

def
A1—5A2 = ¢ la differenza tra le relazioni di A e Ay se Ay C, Ay

1 altrimenti
\

Quando sara chiaro dal contesto, ometteremo l'indicazione
del tipo dalle operazioni. Dati Ay, Ay € HC,, dire che A; T A,
significa che ha senso fare la loro unione. In tal caso A; U Ay
e il minimo estremo superiore tra A; e A, secondo la relazione
d’ordine C. A; C A, indica che A; & meno definito o uguale a
As. (HC,, C,) € un CPO, il cui elemento minimo ¢ 1,. A1 N Ay
rappresenta invece il massimo estremo inferiore tra A; e As,
e la compatibilita verso il basso indica quando l'intersezione e
diversa da L.

Useremo i simboli &, J e [ per indicare rispettivamente i
complementi delle relazioni C, T e |. Useremo, se non indicato
espressamente in modo diverso, le lettere minuscole (a, b, ...),
con o senza indici, per denotare elementi del tipo 0, mentre
useremo lettere greche minuscole (o, (3, ...) o lettere maiuscole
(A, B, ...), con o senza indici, per gli elementi del tipo 1, lettere
maiuscole (F; G, .. .), con o senza indici, per gli elementi del tipo
2 e lettere greche maiuscole (A, ', .. .), con o senza indici, per gli
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elementi del tipo 3. Spesso useremo lo stesso nome per denotare

un funzionale e il programma che lo definisce.

Esempio 1 (Inclusione).

0 01
. Siano Ay, A, € HC,, A; = Ay = .
a 1ano Ay, A2 1, 1 [0] 2 [O 1]
Dom(A;) = {0}, Dom(Ay) = {0,1}. Per By = 0 esiste
BQ = 0 tale che B2 g Bl (§ Al(Bl) g AQ(BQ) QU.lndl

Ay C As.

00 0
b. Si Ay, Ay € HCy, A = , Ay = .
1ano 1, 412 1 1 [0 1] 2 [J_]
Dom(A;) = {0,1}, Dom(As) = HCy. Per B; = 0 esiste
BQ — 1 tale che B2 g Bl (¢ Al(Bl) g AQ(BQ) Per Bl =1
esiste By = | tale che By C By e A1(B1) C Ay(Bs). Quindi

A C As.

1 01
. Si Ay, Ay e HCy, Ay = , Ay = :
C 1ano Ay, A2 1, 41 [0] 2 [O 1]
Dom(A;) = {0}, Dom(As) ={0,1}. Per B; = 0 non esiste
un BQ € DO?TL(AQ) tale che B2 g Bl € Al(Bl) g AQ(BQ)
Infatti per By = 0 abbiamo che A;(B;) € As(Bs), mentre

per By = 1 abbiamo che By € By. Quindi A1 € As.

1 1
d. Siano Al, Ay € HCQ, A = 01 , Ay = 0
01 0
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Dom(Al){BeHCl 0 1]
01
C

Dom(Ay) = {B € HC, 8]
\

Per ogni By € Dom(A;) esiste By = [8] tale che By C By
€ Al(Bl) g AQ(BQ) QU.lndl Al g AQ.

2 2
e. Siano Al, A2 - HCQ, Al = 10 , AQ = 0
01 1

Dom(A;) = {B € HC,

1) r)

Dom(Ay) = { [JO_] } [j)_] [(1) (1)] perché¢ 0 Z L e
1 Z 1. Qlﬂndl Al Z AQ.

Esempio 2 (Compatibilita).

01 1
Dom(Al) = {O, 1}, Dom(Ag) = HC() Per B1 =0e B2 =1

a. SiaDOAl,AQGHCl,Alz [O 0],A2 [O]

abbiamo che By T By e Ay(B1) T Ay(Bs). Per By = 1 e
By = 1 abbiamo che By T By e A1(B1) T A2(B3). Lo stesso
vale per By =0e By =0eper By =1e By =1. Quindi
Ay T As.

b. Siano Al,AQ € HCl, Al = [8] , AQ = [(1)] . Dom(Al) =
{0}, Dom(Ag) = {1} 0 Y 1, qu1nd1 Al T AQ.
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1 1
c. Siano Al,AQ € HCQ, A = 0 , Ay = 0 . A T
0
Ay, poiché 0T L,070e171.

Esempio 3 (Incompatibilita).

00 1
. Siano A, A, € HCy, A, = LAy = .
a. olano Ay, Ao 1 1 [O 1] 2 [J_]

Dom(A;) = {0,1}, Dom(A;) = HCy. Per By = 0 e
B2 — 1 abbiamo che Bl T B2 ma Al(Bl) J/ AQ(BQ) QUIIldl

Ay T Ay,
(1 0
b. Siano Al,AQ € HCQ, A = 01 , Ay = 0
o 1 0

1 3\
Ay J As, poiché [8 ] T [0 ma 1 0.

Esempio 4 (Unione).

0 01 2
. S Ay, Ay € HCy, A = Ay = AU
a 1ano 1, 412 1, 1 [0] 3 2 [O 1 2] 1

A2 == AQ, pOlChé Al g AQ.

1 2
b. Siano Al,AQEHCl, Alz [0],142: [1] AIUAQZ

1 2
[0 1] , poiché Ay T As.

11 1
. Si A, Ay €e HCy, Ay = Ay = AJUA, =
C lano Aj, Ay 1 1 [0 1] ; 2 [J_] 1 2

Ay, poiché A; C A,.
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1
d. Siano Al,AQ € HC1, A = [8 (1)] , Ay = [O ] AU

A2 = J_, pOlChé Al 7 AQ.

0 2
e. Siano Ay, Ay € HCy, A; = 0 0)|, Ay = 01
B
0 2 )
AT UAy = 00 0 1), poiché Ay T As.
o)
(1 1
f. Siano Ay, Ay € HC,, A; = 011, 4> = 0. A4 U
) 10
Ay = Ay, poiché A; C As.
1 2
g. Siano Ay, Ay € HCy, A = [0 1] Ay = [0] . AU
01 0

AQ = J_, pOiChé Al Y AQ.

Esempio 5 (Compatibilita verso il basso). Siano Ay, Ay €

01 00
HC;, Ay = Ay = . Dom(A;) = {0,1
e = (g h]o = [3) Pt = o
Dom(As) = {0,1}. Esistono By € Dom(A;) e By € Dom(As,),
Bl =0e B2 = 0, tali che Bl T B2 e Al(Bl) l AQ(BQ) QUIIldl

A | As.

Esempio 6 (Incompatibilita verso il basso). Siano

Al,AQ € HCl, Al = [8] , A2 = [(1) (1)] . Dom(Al) = {O},
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Dom(As) = {0,1}. Per By = 0 e B, = 0 abbiamo che
A1(By) } As(Bsy), mentre per By = 0 e By = 1 abbiamo che
B1 ;F/BQ Qumdl Al XAQ

Esempio 7 (Intersezione). Siano A;, Ay €  HCj,
11 1 1

Al = [0 1], AQ = [O (1)] A1 ﬂAQ = [O], pOlChé esl-

stono By € Dom(Ay) e By € Dom(As), By = 0 e By = 0, tali

che Bl T BQ (¢ Al(Bl) l AQ(BQ)

Un elemento A di tipo n, con n > 0, e finito se ¢ forma-
to da un insieme finito di elementi, la cui unione e uguale ad

A. Al tipo 0 tutti gli elementi sono finiti. Un elemento finito

A = { [g] | 1<i< n} di tipo n (n > 0) rappresenta una
i
funzione finita cosi definita:

A(B)=a seesisteuni, 1 <i<mn,taleche B;C Bea; =a

Se si considerano solo elementi finiti, U e N sono funzioni ricor-

sive, e C, T e | sono relazioni ricorsive.

Definizione 3.1.1 (Elemento non ridondante). Ogni ele-

mento di tipo 0 e non ridondante.  Un elemento finito

i3]

per 1 <i,5 <n, si ha che

1< < n} di tipo n + 1 e non ridondante se,
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e, per ogni i, B; € un elemento finito non ridondante di tipo n.

1
Esempio 8. L’elemento [0 1] ¢ non ridondante. L’elemento

00 ¢ ridondante.
0 L

Ogni elemento A ha un’unica rappresentazione non ridon-
dante, che denotiamo con Irr(A), che si ottiene eliminando

a.
da A tutti gli elementi [ Z] per i quali esiste un elemento

i

[zj] € A, con i # j, tale che B; C B;. Si noti che Irr(A)
J

rappresenta la stessa funzione rappresentata da A.

Esempio 9. La rappresentazione non ridondante dell’elemento

A= [0 O] e Irr(A) = [0]
0 L L

Definizione 3.1.2 (Elemento chiuso rispetto all’input).

Un elemento A = { [ai ]
B;

rispetto all’input se per ogni i, 1 < i <n, e per ognt B € HC,

1<z’<n} di tipo n + 1 e chiuso

st ha che

B, C B— [ai] c A.
B

1
Esempio 10. L’elemento [O] e chiuso rispetto all’input. L’e-

lemento [J_] non ¢ chiuso rispetto all’input.
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Ogni elemento A ha un’unica rappresentazione chiusa rispet-
to all’input, che denotiamo con Closed(A), che si ottiene ag-

a; . ..
] per i quali esiste un
i

giungendo ad A tutti gli elementi [

J
Closed(A) rappresenta la stessa funzione rappresentata da A.

elemento [gj] € A tale che B; C B; e a; = a;. Si noti che

Esempio 11. La rappresentazione chiusa rispetto all’'input del-

1 1 11--.
I'elemento A = e Closed(A) = :
L 01 ---

3.2 Elementi sequenziali

Definizione 3.2.1 (Eliminatore).

Siano F = { [ai] ‘ 1§i§n} un elemento di tipo 2 e S =
Ci

( [ ] ) una famaglia di elementi di tipo 1 tale che per
1<i<n

b; .
ogni 1, 1 < 1 < n, st ha che [ ] € B;. Per ogni a € N
Ci

defintamo [’eliminatore di S da F rispetto ad a nel sequente

modo:

Elima(F,S) . [b] ‘1gz‘§nAbma
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Esempio 12. Siano

e e o)

e S = (Si)1<i<s tale che

Allora

Ellmo(F,S) = 0 ) 1
() ()

EZZM1(F,S) = { (jl]}

Proposizione 3.2.2. Tutti gli elementi finiti di tipo 0 e 1 sono

sequenziali.

Proposizione 3.2.3. Sia A un elemento finito di tipo 2. A €

sequenziale se e solo se A = 1% oppure, dato
a; :
I?"?"(A):{[ ] ‘ 1<Z<n},
B;
¢ vertficata una delle sequenti due condizioni:
a
1. Irr(A) é un funzionale costante (cioé del tipo [J_l] );

2. Esiste c € [, Dom(B;), ¢ = (c1,...,¢,), tale che
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(a) ci T--- 1 cp;

Bi(c
(b) dato S. = < [ z(CZ>] ) si ha che, per ogni 1 <
G
1<i<n

i <n, Elimp,.,(Irr(A),S.) é sequenziale.

Esempio 13 (Elemento sequenziale). Sia

0 0 1
F = O 01,110 1}, 111
01 01 0
Verifichiamo se F' & sequenziale. Per ¢ = (0,0,0) abbiamo che

Se = (S¢;)1<i<3 © tale che

e ) s ) e (1)

Elimy(F,S.) = oYl . |(1
1 1

Eliml(F, SC) = { (jl]}

Elim,(F, S.) e sequenziale. Verifichiamo se lo & anche Elimy(F, S.).

Allora

Per ¢ = (1, 1) abbiamo che Sy = (S¢;)i=12 € tale che

0 1
o)
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Allora

Elimo(ElimO(Fa Sc)a SC’) —
Eliml(Elimo(Fa SC),SCI> - { [ ! ] }

che e sequenziale. Quindi F' e sequenziale.

Esempio 14 (Elemento sequenziale). Sia
1 0 2
F = 12 311,110 21, ([0 2
01 2 01 1 2
Verifichiamo se F' & sequenziale. Per ¢ = (1,1, 1) abbiamo che

Se = (S¢;)1<i<3 © tale che

e ) s [ s (1)

Allora
(( 2
Elimy(F,S.) = A« 2
1)
(( 1 0
Elimy(F,S.) = < [(1 3)].|(0
) 1)

Elimy(F,S.) & sequenziale poiché, per ¢ = 2 e Sy = (Su1)

2 2
tale che Sy = [2] , Elims(Elimy(F, S,.), Se) = [J_l] , che
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¢ sequenziale. Verifichiamo se lo ¢ anche Elims(F,S.). Per

" =(0,0) abbiamo che S»» = (Su;)i=1.2 € tale che

1 0
) ()

Ellmo(Elng(F, SC), SCN) = ]

Allora

Ellm1<ElZm2(F, SC), Sc”) =

A\
-

r—
N W
N’

che sono entrambi sequenziali. Quindi F' e sequenziale.

Esempio 15 (Elemento non sequenziale). Sia

1 1 |
F = 11,1101, [J_l]
0 1
F' non ¢ sequenziale perché 0 J 1.

Esempio 16 (Elemento non sequenziale). Sia

0 0 2

F = 00 [0 L) |[2
0 2 01 0
Verifichiamo se F' & sequenziale. Per ¢ = (0,0,0) abbiamo che

Sc == (Sci)lgig?) e tale che

o S R ]
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Allora

Elimo(F, SC) = 0 ) 1
() ()

Elimg(F, Sc) = { (fl]}

Elims(F,S.) & sequenziale ma FElimy(F,S.) non lo & perché

2 7 1. Quindi F' non e sequenziale.

3.3 Elementi definibili

Un elemento A & definibile in PCF se esiste un programma PCF

la cui semantica ¢ A.

Proposizione 3.3.1. Tutt: gli elementi sequenziali dei tipi 0, 1

e 2 sono definibilt in PCF.

Dimostrazione. Per il tipo 0 ¢ banale.
Tipo 1. Sia A un elemento sequenziale di tipo 1. Se A = 1.1,
allora e definito dal programma Az.2. Altrimenti si consideri

Irr(A), il quale pud assumere una delle seguenti forme:!

a
1. [ ] , I’elemento costante, che e definito dal programma

A\T.a

1Si ricordi che Irr(A) e A rappresentano la stessa funzione.
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2. [Z] , con b # 1, definito dal programma

Azx.if x = b then q;

3[4 92 Am ,con b; # L (1 < i < m), definito dal
by by --- b,
programma

Ax.if x = by then a

else if x = by then a»

else if x = b, then a,,

Tipo 2. Sia F' un elemento sequenziale di tipo 2. Se F' =

12, il programma che lo definisce & Aa.f). Altrimenti conside-

riamo Irr(F) = { [g]

. a
zionale costante, [Ll

1<i< n} Se Irr(F) ¢ un fun-

] , allora esso e definito dal programma

Aa.a. Altrimenti consideriamo 'elemento ¢ € [],,.,, Dom(B;),

c = (c1,...,¢,), tale che ¢; T -+ T ¢, esistente in base al-
la proposizione 3.2.3, e poniamo r = ¢ U --- U ¢,. Definia-
Bi(¢; .
mo S, = ([ ( )] > , come nella proposizione 3.2.3, e
Ci
1<i<n

T. = {Bi(¢;) | 1 < ¢ < n}. Siano by,...,b, gli elementi di
T, e, per ogni i, 1 < i < m, sia P, il programma che defini-

sce Elimy,(F,S.). 1l programma che definisce F' sara allora il
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seguente:
Aaif a(x) = by then P,y ()

else if a(x) = by then Py, ()

else if Fa(x) = b, then P, (o)

Esempio 17. Sia
0 0 1
F = 0O 0)l,1[O0 1), |1
01 01 0
Nell’esempio 13 e stato visto che F' ¢ sequenziale. Il programma

che lo definisce ¢ il seguente:

Aa.if a(0) = 0 then if (1) =0 then 0
else if (1) =1 then 0

else if a(0) =1 then 1

0 0
Esempio 18 (Or parallelo). Sia F' = [0 0)]. F non e
0 1

sequenziale in base alla proposizione 3.2.3, in quanto 0 } 1. Un

programma che lo definisce sarebbe

Pr = Aa.if a(0) =0V «a(1) =0 then 0,
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ma l'or parallelo (V) non ¢ definibile in PCF. Se si sceglie di
calcolare prima «(0) si ha che, se a(0) T allora Pr(«) T, anche

se a(1l) = 0. Lo stesso accade se si calcola prima a(1).

Esempio 19. Sia
1 0 2
F = 12 3,10 2], ][0 2
01 2 01 1 2
Nell’esempio 14 ¢ stato visto che F' ¢ sequenziale. Il programma

che lo definisce ¢ il seguente:
Aa.if a(l) = 0 then if «(2) = 2 then 2
else if a(1) =2 then if «(0) = 1 then if a(2) = 3 then 1
else if a(0) =0 then 0

3.4 Tipo 3

Proviamo a definire per il tipo 3 un procedimento per determi-
nare se un dato elemento ¢ definibile o meno, analogamente a

quanto fatto per il tipo 2.

Definizione 3.4.1 (Eliminatore).

Siano A = { [Z_f] ‘ 1§i§n} un elemento di tipo 3 e S =

1

< [g ] > una famiglia di elementi di tipo 2 tale che per
') ) <i<n
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1

b,
ogni i, 1 < 1 < n, st ha che [Cj] € F;. Per ogni a € N

defintamo [’eliminatore di S da A rispetto ad a nel sequente

modo:
a;
Elim.(A, S) o [ ‘ 1<i<nAbTla
(3 C,L
Esempio 20. Siano
¢ ( O 3 4 1 \ )
0 0 1 1

LG E )6

e S = (Si)1<i<2 tale che

0 1
S = 0 0 e Sy = 0
01 0
Allora
f ( 0 AR
Elimg(A, S) = RIR
0 ’ - [1 0]
\ \ O 1 J 7 )
f ( 1 AR
Elimi(A, S) = - INIE
m =
ne 10
\ \ 0 1 J 7 )
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Sia. A un elemento di tipo 3. Se A = 13, allora ¢ defi-
nito dal programma AF.€). Altrimenti consideriamo Irr(A) =

{ [;f] | 1<i< n} Se Irr(A) ¢ un funzionale costante,

[JC_LQ] , allora esso e definito dal programma AF.a. Se inve-
ce Irr(A) non ¢ un funzionale costante, ogni F; ¢ sequenzia-
le, ed esiste C' € [[,<;<,, Dom(F;), C = (Cy,...,C,), tale che
Ci T --- 1 C,, seguendo il seguente procedimento si puo ot-
tenere un programma che definisce Irr(A) (e A). Definiamo

a = CyU---UC, (denotiamo con « sia l’elemento sia il pro-

Fi(C;
gramma che lo definisce), S¢ = ([ <C’ )]> e T =
’ 1<i<n
{F;(C;) | 1 < i < n}. Siano by,...,b, gli elementi di T¢ e,
per ogni i, 1 < ¢ < m, sia F,;, il programma, se esiste, che de-

finisce Elimy, (A, S¢). 11 programma che definisce A sara allora

il seguente:

AF.if F(a) = by then P, (F)
else if F'(a) = by then P, ;,(F)

else if F'(«) = by, then P,y (F)
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Esempio 21. Sia A = [«

Verifichiamo se A ¢ definibile. Sia [ 1 ] (9 ] sia [ 1 ] (3 ]
0
\ V, \

1) (1)
sono sequenziali. Siano C = (C1,Cy) = ([ , [ ) e

1
a=CUCy = [0] . Abbiamo che S¢ = (S¢;)i=12 € tale

che
0 2

)l

e quindi

7
>4

ElZmo(A,Sc) = 9

,
V.
—
|
[\
[\

~\~

EllmQ(A,Sc) = 9

N
N

S W L N O NN =W
J
J

| E——
[\
~\~

/

,
Ve
—

Per Elimg(A, S¢) definiamo C" = o = [3] . Abbiamo che
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1
Scr = (Serp) € tale che Sgrqp = [2] e
0

Elimy(Elimo(A, Sc), Scr) = { fQ] }
\

(

Per Elimsy(A, S¢) definiamo C”" = o = g] . Abbiamo che

\

1
Scn = (Sery) € tale che Seny = [3] e
0

Elimy(Elima(A, S¢), Scr) = { [fg] }

Il programma che definisce A e quindi il seguente:

AEif F(a) = 0 then if F(o/) =1 then 3
else if F'(a) =2 then if F(o") =1 then 2

dove

a = Mz.if z=0then 1
o = Mr.if £ =0 then 2

o = Mx.if x =0 then 3
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Esempio 22. Sia A = <

e definibile perché [

Esempio 23. Sia A

definibile perché [8] ¥ [

3.4.1

1
0
0

= 9

3\ (

V \

\

Un controesempio

)

>

5. A non

A non e

Ci sono dei casi in cui il procedimento descritto non porta ad

ottenere un programma che definisce un funzionale A del tipo

3, anche se A ¢ definibile. Ad esempio, sia

A=

(

(

[

0
0
0

1

I

2
1
0

\

J
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0 2
Verifichiamo se A ¢ definibile. Sia F} = 0 1 sia Fy =
o)
1 2
[1] [0] sono sequenziali. Siano

e-ceer-([1)-(2)

01
=Ci1UCy =
(04 1 2 [0 1]

Abbiamo che S¢ = (S¢;)i=12 € tale che

0 1

L)l

e quindi

Elimo(A,Sc> = A

Elzml(A,Sc) = <
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1
Per Elimg(A, Sc¢) definiamo C" = o = [0] . Abbiamo che

2
Scr = (Scr) € tale che Sgrq = [1] e
0

Elims(Elimo(A, Sc), Scr) = { [i2] }

Per Elimy(A, S¢) definiamo C” = o = [(1)] . Abbiamo che

2
Scn = (Semy) @ tale che Spny = [o] e
1

Elims(Elimi(A, S¢), Sor) = { [f2] }

Il programma che dovrebbe definire A e quindi il seguente:
Pp = AF.if F(a) =0 then if F(a/) =2 then 1
else if F'(a) =1 then if F(a”) = 2 then 3

dove

a = Ax.if z =0 then 0

elseif x =1 then 1

o = Mx.if z =0then1

o = AMx.iaf x =1 then 0
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Si noti pero che Pa ¢ definito anche per i seguenti funzionali
Fs, Fy & Dom(A):

0 1 2

lee) e

Si ha infatti che Pa(F5) = 1 e Pa(Fy) = 3. 1l problema &

\}

dato dal fatto che, nel programma che definisce A, o ha una
sottocomputazione che dipende da F. Abbiamo, quindi, che «

non e funzione solo di x, ma anche di F":

a = AFz.if £ =0A F(Az.if x =0 then 1) = 2 then 0

else if z =1 A F(A\x.if x =1 then 0) = 2 then 1
Il funzionale A sara allora definito dal seguente programma:
Py = AF.if F(a(F)) =0 then 1
else if F(a(F')) =1 then 3

Si noti che PA(F1) = 1 in quanto a(F}) = [8] e F1(a(F1)) =0,

mentre Pp(Fy) = 3 in quanto a(Fy) = [1] e Fh(a(Fy)) = 1.
Si noti inoltre che questa volta Py(F3) T e PA(Fy) 1. Infatti
a(Fs) = [8] e F3(a(F3)) T; analogamente a(Fy) = [1] e
Fy(a(Fy)) T.

Vediamo ora altri esempi in cui ci sono sottocomputazioni.
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Esempio 24. Sia

( [ 2 3\ ( 2 3\ 4 1 AN
0 1 1 2 2 2
A:< ) ) ( >
\ \ 0 O V4 \ 1 1 V4 \ 0 \O J )
0 1 1 2
I funzionali F} = 0 211, Fy = 1 2)| e F; =
0 0 1 1]
2 2
1 2 sono sequenziali. Siano
0 0
2 1 2
C=(C,0,0C3) =
2 1
=ChUCyUCs =
R
Abbiamo che S¢ = (S¢;)i=123 € tale che

1 1 2

Sc1 = 2 , Sog = 1 e Scy = 2)
0 1 O)

Allora
f ( 2 ) ( 2 AR
Elimy(A, S¢) X \ 2 >
m =
1 y DC [O] ) [2]
\ 0 . \ 1 J
4 1 \ )
. 2 )
Elimy(A,S¢) = < ) >
\ \ [O]/) Vs




Per Elimy(A, S¢) definiamo ' = (C!, () = ([0] ,[2]) e

o = C{UCy =

0 )

(0 2
0 1

che SC’l = 0
O /

( 2 )
Elimo(Eliml(A,Sc),SC/) = {

( 9 )
ElimQ(Eliml(A,Sc),SC/) = {

c SC/Q = [

0 1

] . Abbiamo che S¢r = (Scr;—12) ¢ tale

2
211. Allora
1

1
Per Elimsy(A, S¢) definiamo C” = o = [0] . Abbiamo che

Scr = (Senq) € tale che Sgny = [1] e

ElimQ(Elimo(A,Sc),SC//) = { [ L ] }

2

0

J_Q

Il programma che dovrebbe definire A e quindi il seguente:

Pa = AF.if F(a) =1 then if F(a/) = 0 then 2

else if F'(a) = 2 then 2

else if F'(a) =2 then if F(a) = 2 then 1
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dove

a = Mz.if z =0 then 2
else if x =1 then 1
o = Mz.if z =0 then 0

else if x =1 then 2
o = Mx.if £ =0 then 1

Si noti pero che Pa ¢ definito anche per i seguenti funzionali

F; & Dom(A) (i =4,...,10):

(0 1 (0 1
F, = ’0] [2 1] Fs=1(0 2) (2)
[L0) Lo 1 Lo 1) (o),
(0 1 (1 2 )
Fs=|(o0 2] [2 1] Fo=1(2 1) (2)
\\O 1 0 1 \ \ J \1))
(1 2 ( 2
Fy = ’1] [0 2] Fo=1(2 1) (0 2
(1) (o1 [0 1) (o1
2 2
Fo= (1) (2 1
o) lo 1
Si ha infatti che Pa(Fy) = ... = Pa(Fy) = 2 e Pa(Fy) = 1.
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Considerando le sottocomputazioni abbiamo che

a = AFAx.if 2 =0 then if F(Az.if z =0 then 2) =1 then 0

else if F'(Ax.if x =0 then 2) = 2 then 1

else if z =1 A F(Az.if x =1 then 2) =2 then 1

Il funzionale A sara allora definito dal seguente programma:

P\ = AF.if F(a(F)) =0 then 2
else if F'(a(F)) =1 then 2

else if F'(a(F)) =2 then 1

Si noti che Py (F1) = 2 in quanto a(F}) = [8] e Fi(a(Fy)) =0,

P\ (Fy) = 2 in quanto o(Fy) =

P\ (F3) =1 in quanto «o(F3) =
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\
P
\

)

/
N
J

1
1
1
0

e Fy(a(Fy)) = 1, mentre

e F3(a(F3)) = 2. Si noti



inoltre che questa volta Py (F;) T per 4 < i < 10. Infatti
a(Fy) = L% e Fy(a(Fy)) 1,
0
a(Fs) = [0] e F5(a(Fs)) T,

a(Fg) = L2 e Fs(a(F)) 1,

¢ [ O ) ( 0 AR
0 0
A = 9 (O] ; (0] >
\ \ \O Vs \ \1 J 7
0 3\ ( O )
I funzionali F; = [O] e Fr = [O] sono ovviamente
O J \ 1 Vs
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Abbiamo che S¢ = (S¢;)i=12 € tale che
0 0

SCl = 0 e SCQ == 0
0 1
Elimy(A, S¢) = { [f2] }

Il programma che dovrebbe definire A e quindi il seguente:

e quindi

PA = AF.if F(a) =0 then 0

dove
o= Mx.if x =0 then 0

else if x =1 then 0

Si noti pero che Pa ¢ definito anche per il seguente funzionale

F5 & Dom(A):
0

Fs=1(0 0
01
Si ha infatti che Pa(F5) = 0. In questo caso le sottocompu-

tazioni sono ‘“nascoste”: si osservi che possiamo riscrivere A

come




e definire a nel seguente modo:

a=AFx.if  =0A F(Azx.if z =0 then 0) =0 then 0
else if x = 1 A F(Ax.if x =1 then 0) =0 then 0

Il funzionale A sara allora definito dal seguente programma:
Py = \F.if F(a(F)) =0 then 0
.. , . 0
Si noti che PA(F1) = 0 in quanto a(F}) = NE Fi(a(Fy)) =0,

PA(F3) = 0 in quanto a(Fy) = [(1)] e Fy(a(Fy)) = 0, mentre
P/A(Fg) T perché Oé(Fg) = J_Q e Fg(Oé(Fg)) T
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Capitolo 4

I linguaggi funzionali

La programmazione funzionale ¢ un paradigma di programma-
zione che tratta la computazione come la valutazione di una
funzione matematica. Essa enfatizza la definizione e ’applica-
zione di funzioni, piuttosto che I’ implementazione di macchine
a stati. Questo ¢ in contrasto con la programmazione imperati-
va o procedurale, la quale enfatizza la sequenzialita dei comandi
in esecuzione. I valori nei linguaggi imperativi sono costrui-
ti con assegnazioni che trasformano lo stato del programma;
un programma funzionale, al contrario, piuttosto che modifica-
re lo stato per produrre valori, costruisce nuovi stati a parti-
re da altri stati. L’iterazione, un costrutto fondamentale del-

la programmazione imperativa, ¢ sostituito dalla piu generale
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ricorsione.

Il pit vecchio esempio di linguaggio funzionale e il Lisp, seb-
bene né il Lisp originale né i moderni Lisp come Common Lisp e
Scheme siano funzionali puri. Gli esempi canonici moderni sono
Haskell e i membri della famiglia ML, fra cui SML e OCaml.
Altri esempi sono Erlang, Clean, e Miranda. Altri linguaggi, co-
me Tcl, Perl, Python e Ruby, possono anche essere usati in uno
stile funzionale, dato che dispongono di funzioni di alto ordine,
astrazioni e altro.

I programmi funzionali puri non hanno effetti secondari (side-
effects) e sono quindi automaticamente thread-safe. Una fun-
zione produce un effetto secondario quando, oltre a ritornare un
valore, modifica uno stato. Per esempio, una funzione puo modi-
ficare una variabile globale, uno dei suoi argomenti, scrivere dei
dati sul display o in un file, o ricevere dei dati da un’altra funzio-
ne con effetti secondari. Gli effetti secondari spesso rendono il
comportamento di un programma piu difficile da comprendere.
La programmazione imperativa fa molto uso di effetti secondari;
quella funzionale al contrario li minimizza. Una funzione con ef-
fetti secondari e detta essere referentially opaque, e una senza e

detta referentially transparent. Una funzione referentially trans-
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parent e una funzione che, dati in input gli stessi parametri, da
sempre lo stesso risultato.
Come esempio, consideriamo due funzioni, una referentially

opaque (rq) e l'altra referentially transparent (rt):

globalValue = O;
integer function rq(integer x)
begin
globalValue = globalValue + 1;
return x + globalValue;

end

integer function rt(integer x)
begin
return x + 1;

end

rt & referentially transparent, il che significa che rt(x) = rt(z),
purché x sia lo stesso valore. Ad esempio, rt(6) = rt(6) = 7,
rt(4) = rt(341) = 5, e cosi via. Pero, non possiamo dire niente
di simile su rq perché usa una variabile globale e allo stesso

tempo la modifica. Ora, qual e il problema? Bene, diciamo

80



che vogliamo fare qualche ragionamento sul seguente pezzo di

codice:
integer p = rq(x) + rq(y) * (rq(x) - rq(x));

Uno potrebbe essere tentato a semplificare questa linea di codice

con integer p = rq(x), poiché

rq(z) +rq(y) * (rq(x) —rq(z)) = rq(x)+rq(y)*0
= rq(x)+0

= rq(x)

Pero questo non funziona con rq poiché rq(x) non & uguale a
rq(x)! Si ricordi che il valore di ritorno di rq¢ dipende da una
variabile globale che non e passata come parametro e che ¢ mo-
dificata ad ogni chiamata. Questo e contro il senso comune
che qualsiasi cosa meno se stessa deve essere uguale a zero. Al
contrario questo ragionamento ¢ corretto per rt perché e una
funzione referentially transparent.

Le funzioni possono essere manipolate in vari modi in un lin-
guaggio funzionale. Esse sono trattate come wvalori di prima
classe; cio significa che possono essere parametri o valori di ri-

torno di altre funzioni. Ad esempio la funzione map in Haskell ha
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come parametri una funzione e una lista, e applica la funzione a
ogni elemento della lista. Alle funzioni possono essere assegnati
dei nomi, come in altri linguaggi, oppure possono essere definite
anonime usando una lambda astrazione. E possibile creare fun-
zioni durante I’esecuzione del programma e usare funzioni come
valori in altre funzioni.

In C non e possibile creare nuove funzioni a runtime, mentre
cio e consentito con altri tipi di oggetti. Per questo le funzioni
in C non sono oggetti di prima classe; a volte sono chiamate
oggetti di seconda classa perché possono essere manipolate tra-
mite puntatori. Analogamente, in Fortran le stringhe non sono
di prima classe perché non e possibile assegnarle a variabili.

Una funzione di alto ordine (higher-order) ¢ una funzione
che ha una funzione come parametro o che ritorna una funzione
di alto ordine. Ad esempio, le due seguenti funzioni Haskell,
squareList e squareListNoHof, elevano al quadrato gli ele-
menti di una lista; la prima usa la funzione di alto ordine map,

la seconda no:

squareList list = map ("2) list

squareListNoHof [] = []
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squareListNoHof (head:tail)

= (head"2): (squareListNoHof tail)

map prende la funzione (~2) (si noti che manca il primo argo-
mento di ("2); questo indica ad Haskell di sostituire gli elementi
della lista come primo argomento) e la lista 1ist, e fa il quadra-
to di ogni elemento. map “mappa” una funzione su una lista, e
cioe, applica la funzione su ogni elemento della lista. Per esegui-
re squarelList e squareListNoHof con una lista che contiene
1, 2 e 3 scriviamo (“-” indica il prompt, la linea successiva il

risultato):

- squarelist [1, 2, 3]
[1,4,9]
- squareListNoHof [1, 2, 3]

[1,4,9]

Il precedente era un esempio di funzione di alto ordine che
riceveva come argomento una funzione, ma non ritornava una
funzione come risultato. Ci sono perod funzioni standard di al-

[y

to ordine che lo fanno, come la funzione “.”, che rappresenta

la composizione di funzioni. Le due seguenti funzioni Haskell

83



calcolano la funzione cos(In+/3z + 2) con e senza la funzione

w o,

Composite x = (cos.log.sqrt) (3*x+2)

CompositeNoHof x = cos (log (sqrt (3*x+2)))

“” riceve due funzioni come argomenti e ritorna

La funzione
una funzione che rappresenta la loro composizione, cioe (f.g)zr =
f(g(x)). Nel precedente esempio (cos.log.sqrt) (3*x+2) si
legge come (cos. (log.sqrt)) (3*x+2).

Un esempio di funzione di alto ordine definita dall'utente ¢ la

seguente funzione SML d che calcola la derivata di una funzione

f nel punto x:

- fun d (delta, f, x) =
(f (x + delta) - f (x - delta)) / (2.0 * delta);

val d = fn : real * (real -> real) * real -> real

Questa funzione richiede di specificare un piccolo valore deltal.

3

Per calcolare la derivata della funzione z° — z — 1 nel punto 3

scriviamo:

-d (1E"8, fnx=>x *x *x - x - 1.0, 3.0);

val it = 25.9999996644 : real

1Una buona scelta ¢ la radice quadrata del epsilon della macchina.
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3 _ 2 — 1 ¢ definita “al volo” con il

Si noti che la funzione x
parametro fn x => x * x * x - x - 1.0.

I linguaggi funzionali permettono anche di applicare il curry-
ing alle funzioni. Il currying ¢ una tecnica di riscrittura di una
funzione con piu parametri in una funzione con un solo parame-
tro che restituisce un’altra funzione con un paramatro e cosi via,
finché non sono esauriti tutti i parametri. La funzione cosi ot-
tenuta (curried) puo essere applicata a un sottoinsieme dei suoi
parametri originali. Il risultato ¢ una funzione in cui i parame-
tri di questo sottoinsieme sono fissati come costanti, e il valore
dei restanti parametri e ancora non specificato. Questa nuova
funzione puo essere applicata ai restanti parametri per ottenere
il valore finale della funzione.

Per esempio, alla funzione sum(z,y) = x 4+ y puo essere ap-
plicato il currying cosicché il valore di sum(1) (si noti che non
e specificato il parametro y) sia una funzione anonima tale che
suml(y) = 1 +y. Questa nuova funzione ha un solo parametro,
al quale aggiunge 1.

In SML abbiamo:

- fun sum (x, y) = x + y;
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val sum = fn : int * int -> int

- sum (1, 2);

val it = 3 : int

- fun carried_sum x y = x + y;

val carried_sum = fn : int -> int -> int
- carried_sum 1 2;

val it = 3 : int

- val suml = carried_sum 1;

val suml = fn : int -> int

- suml 2;

val it = 3 : int

Si noti che si puo definire una funzione di alto ordine curry con

cui applicare il currying ad una funzione, ad esempio a sum:

- fun carry f xy = f (%, y);
val carry = fn : (Pa * ’b -> ’c) -> ’a -> ’b > ’c
- val carried_sum = carry sum;

val carried_sum = fn : int -> int -> int

Possiamo riscrivere la funzione Haskell squareList tenendo

presente che la funzione di alto ordine map e curried:

squarelList = map (72)

86



Qui, non viene specificato il secondo argomento di map, e map
("2) e quindi una funzione che ha come parametro una lista,
sulla quale applica la funzione (~2).

Riprendendo la funzione SML d che calcola la derivata, ab-

biamo che la sua versione carried é:

- fun d delta f x =
(f (x + delta) - f (x - delta)) / (2.0 * delta);

val d = fn : real -> (real -> real) -> real -> real

Possiamo ora specificare un valore per delta, da usare tutte le

volte che vogliamo calcolare una derivata:

- val d = d 1E78;

val d = fn : (real -> real) -> real -> real

Un concetto presente in alcuni linguaggi funzionali come ML
e Haskell e il polimorfismo parametrico, un particolare tipo di
polimorfismo. Una funzione polimorfa ¢ una funzione che puo
essere applicata a tipi diversi e dare come risultato valori di tipi
diversi. L’idea di polimorfismo si estende anche ai tipi di dati:
un tipo di dati polimorfo € un tipo di dati che puo contenere

elementi di differenti tipi.
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Ci sono fondamentalmente due diversi tipi di polimorfismo.
Se l'insieme dei tipi che possono essere usati e finito e le varie
combinazioni devono essere specificate prima dell’uso, il poli-
morfismo e detto ad-hoc. Se invece tutto il codice e scritto senza
nessun riferimento a particolari tipi, e puo quindi essere usato
trasparentemente con ogni tipo, allora il polimorfismo e detto
parametrico.

La programmazione che usa questo secondo tipo di polimorfi-
smo ¢ detta programmazione generica, specialmente nella comu-
nita object-oriented. I sostenitori della programmazione object-
oriented spesso citano il polimorfismo come uno dei maggiori
benefici di quel paradigma rispetto agli altri. I sostenitori della
programmagzione funzionale rifiutano questa rivendicazione per il
semplice fatto che il polimorfismo parametrico e intrinsecamente
presente in alcuni linguaggi funzionali staticamente tipati.

Con il polimorfismo parametrico, ad esempio, si puo definire
una funzione append che concatena due liste e che non dipende
dal tipo degli elementi: puo funzionare con liste di interi, liste
di reali, liste di stringhe e cosi via. Se denotiamo con a il tipo
degli elementi, il tipo di append ¢ [a] x [a] — [a], dove [a] ¢ il

tipo “lista di elementi di tipo a”. Il tipo di append ¢ quindi
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parametrizzato da a. Ogni volta che append viene applicata,
viene stabilito un valore per a. (Si noti che append non puo
essere applicata a una qualsiasi coppia di liste: esse, cosl come
la lista risultante, devono avere lo stesso tipo di elementi.)

Un altro esempio di polimorfismo parametrico lo abbiamo con
la seguente funzione Haskell, length, che calcola la lunghezza

di una lista:

length [] =0

length (first:rest) = 1 + length rest

E evidente che questa funzione gestisce liste di qualsiasi tipo
e che il caso base della ricorsione ritorna un intero. Possiamo
quindi assegnarli il tipo con length :: [a] -> Int (in realta
non c’e bisogno di far cio in quanto e il compilatore a farlo

automaticamente). length ¢ in effetti una funzione polimorfa:

- length [1, 2, 3, 4, 5]

5

length ["Haskell", "polimorfismo", "funzione",
"tipo", "length"]

5

Il polimorfismo parametrico ¢ stato identificato da Christo-
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pher Strachey nel 1967 ed e stato il primo tipo di polimorfismo
ad apparire in un linguaggio di programmazione, ML, nel 1976.
Alcuni ritengono che i template debbano essere considerati un
esempio di polimorfismo parametrico sebbene le implementazio-
ni, invece di produrre codice generico, generano codice specifico
per tutti i tipi usati.

Il polimorfismo parametrico € un modo per rendere un lin-
guaggio piu espressivo, pur mantenendo una sicurezza statica
sui tipi. Esso ¢ quindi irrilevante nei linguaggi dinamicamente
tipati, dato che essi per definizione sono privi di sicurezza statica
sui tipi. Ad ogni funzione dinamicamente tipata con n argomen-
ti puo essere assegnato un tipo statico usando il polimorfismo
parametrico: p; X ... X p, — 7, 1n cul py,...,pP, € T SONO para-
metri tipo. Ovviamente questo tipo e privo di sostanza e quindi
essenzialmente inutile. Per questo nei linguaggi dinamicamente
tipati il tipo degli argomenti e del valore di ritorno ¢ controlla-
to a run-time, per verificare che sia rispettato dalle operazioni
effettuate su di essi.

I sistemi dei tipi con polimorfismo parametro possono essere
classificati in predicativi e non-predicativi; la differenza sta nel

modo in cui i parametri possono essere istanziati. Per esempio,
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si consideri la funzione append descritta precedentemente, il cui
tipo € [a] X [a] — [a]. In un sistema non predicativo il tipo
sostituito ad a puo essere uno qualsiasi, anche un tipo esso stesso
polimorfo; quindi append puo essere applicata ad una coppia
di liste di elementi di qualsiasi tipo, anche a liste di funzioni
polimorfe come la stessa append. In un sistema predicativo,
invece, i tipi istanziati non possono essere polimorfi. Questa
restrizione rende la differenza tra tipi polimorfi e non polimorfi
molto importante.

Il polimorfismo in ML e predicativo. Questo perché la pre-
dicativita, insieme ad altre restrizioni, rende il sistema dei tipi
abbastanza semplice da consentire I'inferenza dei tipi. Nei lin-
guaggi in cui sono necessarie le annotazioni sui tipi quando si
applica una funzione polimorfa, la restrizione sulla predicativita
¢ meno importante; per questo tali linguaggi sono generalmen-
te non predicativi. Haskell effettua l'inferenza sui tipi senza la

predicativita, ma con alcune complicazioni.
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4.1 ML

ML ¢ un linguaggio di programmazione funzionale general-
purpose sviluppato da Robin Milner e altri alla fine degli anni "70
all’Universita di Edinburgo. E famoso per 1'uso dell’algoritmo di
inferenza di Hindley-Milner, che puo inferire i tipi di molti valori
senza richiedere estensive annotazioni. ML ¢ un linguaggio fun-
zionale impuro, perché permette gli effetti secondari, e quindi
la programmazione imperativa, contrariamente a linguaggi fun-
zionali puri come Haskell. Le caratteristiche principali di ML
sono: strategia di valutazione call-by-value, polimorfismo para-
metrico, tipaggio statico, tipi di dati algebrici, pattern matching
e gestione delle eccezioni.

Oggi ci sono diversi linguaggi nella famiglia ML; i due dialet-
ti pit importanti sono SML (Standard ML) e OCaml. Le idee
di ML hanno influenzato altri linguaggi, tra cui Haskell. ML
¢ molto popolare tra i ricercatori che si occupano di linguaggi
di programmagzione e tra gli sviluppatori di compilatori e di di-
mostratori di teoremi. SML e 'unico tra i liguaggi ampiamente
diffusi ad avere una specifica formale, data da regole di tipaggio

e da una semantica operazionale [7][8].
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Molte funzioni matematiche possono essere rappresentate fa-
cilmente con un linguaggio funzionale. La seguente funzione

ricorsiva implementa il fattoriale in SML:

- fun factorial x =

if x = 0 then 1 else x * factorial (x-1);
val factorial = fn : int -> int
- factorial 4;

val it = 24 : int

Ad un compilatore SML e richiesto di inferire il tipo int -> int
di questa funzione senza annotazioni sui tipi fornite dall’utente.
Cioe, deve dedurre che x e usata solo in espressioni intere e deve
quindi essere essa stessa un intero, e che tutte le espressioni nella
funzione sono interi.

La stessa funzione puo essere espressa con una definizione
clausale (pattern matching) in cui il condizionale if-then-else €
sostituito da una sequenza di template della funzione valutati
per specifici valori, separati da “|”, che sono analizzati uno alla

volta secondo 'ordine in cui sono scritti finché non viene trovato

un match:

- fun factorial 0 = 1
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| factorial n = n * factorial (n - 1);

val factorial = fn : int -> int

Questa funzione puo essere riscritta, usando una funzione locale,

con una tail recursion:?

- fun factorial x =

let

fun tail_fact p 0 = p

| tail_fact p n = tail_fact (p * n) (n - 1)
in
tail_fact 1 x

end

val factorial = fn : int -> int

Il valore di una espressione let ¢ ’espressione tra in e end.

4.2 Haskell

Haskell ¢ un linguaggio funzionale lazy puro. E cosi chiama-

to dal nome del logico Haskell Curry, ed e stato creato da una

2Una tail recursion & un particolare tipo di ricorsione che puo essere valutato efficien-
temente come una iterazione; una volta calcolato il risultato, e cid avviene, in una tail
recursion, nella chiamata ricorsiva pit “profonda”, non c’e bisogno di “srotolare” lo stack

delle chiamate.
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commissione formata nel 1987 con lo specifico scopo di definire
questo linguaggio. Il diretto predecessore di Haskell ¢ Miran-
da, del 1985; l'ultimo standard semi-ufficiale del linguaggio e
Haskell 98. Il linguaggio evolve continuamente, e le due princi-
pali implementazioni Hugs e GHC (Glasgow Haskell Compiler)
rappresentano lo standard corrente de facto.

Haskell ¢ uno dei pochi linguaggi non-stretti (non-strict) in
circolazione; quasi tutti i linguaggi di uso comune sono attual-
mente stretti. Un linguaggio di programmagzione stretto ¢ un
linguaggio in cui possono essere definite solo funzioni strette.
Secondo la semantica denotazionale dei linguaggi di program-
mazione, una funzione f & stretta se f (L) =L1; dove L, che si
legge “bottom”, denota il “valore” di una espressione che non
ritorna un valore. Operazionalmente, una funzione stretta ¢ una
funzione che valuta sempre il suo argomento. Funzioni con piu
parametri possono essere strette o non-strette in ciascun para-
metro indipendentemente, cosli come possono essere strette o
non-strette in piu parametri simultaneamente.

Alcune caratteristiche di Haskell sono: pattern matching, list
comprehensions, guards, operatori definibili, tipi di dati alge-

brici. Altri concetti, come monads e type classes, sono presenti
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solo nel linguaggio Haskell. La combinazione di tali funziona-
lita permette la definizione di funzioni che sarebbero difficili da
scrivere in linguaggi procedurali.

Haskell ¢ il linguaggio funzionale lazy su cui viene effettua-
ta la maggior parte della ricerca. Sono state sviluppate diverse
varianti: versioni parallele al MIT e a Glasgow, entrambe chia-
mate Parallel Haskell; versioni parallele e distribuite chiamate
Distributed Haskell e Eden; versioni object oriented, Haskell-++,
O’Haskell e Mondrian; una versione eager, Eager Haskell.

11 fattoriale, gia visto con ML, si scrive in Haskell nel seguente

modo:

fac 0 =1

facn | n> 0 =n *x fac (n-1)

Anche Haskell e in grado in inferire il tipo di fac, che &
Integer -> Integer. Usando il pattern matching, quando I’ar-
gomento della funzione e 0 il risultato e 1; negli altri casi viene
considerata la linea di codice successiva, che contiene il guard n
> 0, il quale impedisce che fac sia invocata con numeri negativi.

fac puo essere scritta anche nel seguente modo, usando la

[

composizione e la funzione enumFromTo del Prelude (un
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insieme di funzioni, analogo alla libreria standard del linguaggio

C):
fac = product . enumFromTo 1

Si noti che non e specificato il parametro di fac; questa de-
finizione e simile ad una definizione matematica del tipo f =

goh.
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