Esercizio 2.2
Sia data la seguente grammatica:
G=(X,V,S,P)
X ={0,1} V ={S,A B}

Q@ @ @ 6 ® () @
P={S—0B|1A, A— 0|0S|1AA, B—> 1|1S|0BB
Determinare il linguaggio generato da G e dimostrare il risultato.

Il linguaggio generato da G € il seguente:
L= {W‘ we{0,1}", w ha lo stesso numero di Oedil}

dobbiamo dimostrare che:
L =L(G)
Quindi bisogna dimostrare che:
i) L(G)cL
ii) Lc L(G)
i) Dimostriamo che L(G) < L. Questo corrisponde a dimostrare che G genera solo parole con lo
stesso numero di 0 e di 1.
Procediamo per induzione sulla lunghezza della stringa. Possiamo ricondurre questa
dimostrazione a dimostrare che:
i.a) ogni stringa derivabile da S in G possiede un numero uguale di 0 e di 1;
i.b) ogni stringa derivabile da A ha uno 0 in piu;
i.c) ogni stringa derivabile da B ha un 1 in piu.
Siaw una parolasu X ={0,1}.
Passo base
=1
i.a) Non vi sono parole di lunghezza 1 derivabili da S in G;
i.b) La sola parola di lunghezza 1 derivabiledaAinGeéw=0

A=0
3)

e tale parola ha uno 0 in eccesso;
i.c) Lasola parola di lunghezza 1 derivabiledaBinGeéw=1

B=1
(6)

e tale parola ha un 1 in eccesso.

=2

i.a) Le sole parole di lunghezza 2 derivabili da S in G sono w; =01 e w, = 10.



i.b)

i.C)

S=0B=01

@) (6)
S=1A=10
(2) (3)

sia wy sia W, hanno lo stesso numero di 0 e di 1;

Non vi sono parole (stringhe di soli terminali) di lunghezza 2 derivabili da A in G;

A=0 A=1AA=10A A=1AA=1A0
(3) (5) (3) (5) (3)
A=0S=00B A=1AA=10SA A=1AA=1A0S
(4) ()] (5) (4) (5) (4)
A=0S=01A A=1AA=11AAA A=1AA=SIALAA
(4) (2) (5) (5) (5) (5)

Non vi sono parole (stringhe di soli terminali) di lunghezza 2 derivabili da B in G;

B=1 B=0BB=01B B=0BB=0B1

(6) (8) (6) (8) (6)

B=1S=10B B=0BB=-01SB B=0BB=-0B1S
(7) ()] (8) (7) (8) (7

B=1S=11A B=0BB=00BBB B=0BB=-0B0OBB
" @ ®) ® ® (®)

Passo induttivo

Dimostriamo che, per ogni n > 2, se supponiamo che i.a), i.b) e i.c) siano vere per ogni parola di

lunghezza m, con 2<m<n, allora i.a), i.b) e i.c) risultano vere per parole di lunghezza n.

i.a)

Sia w una stringa derivabile da S in G, tale che:

W=n e S—w

Si hanno due possibili casi:

S(—_l)>OB:>W e w=08, ove B=4, |f]=n-1
SglA:w e w=1la, ove A=a, |a|=n—1

Per ipotesi di induzione i.b), « ha uno 0 in piu. Tale 0 é bilanciato dall’1 iniziale in w. Ne
segue che w ha lo stesso numero di 0 e di 1. Analogamente, per ipotesi di induzione i.c), S
ha un 1 in eccesso, che viene bilanciato dallo 0 iniziale di w. Ne consegue che, anche in
guesto caso, w ha lo stesso numero di 0 e di 1.

Sia w una stringa di lunghezza n derivabile da A in G:

W=n e A=w
Si hanno due possibili casi:

AaOS:W e w=0B, ove S= 24, |f=n-1

AZIMA=W e w=la, ove AA=a, la|=n-1

Nel 1° caso, I’enunciato i.a) appena dimostrato ci garantisce che la stringa g possiede lo
stesso numero di 0 e di 1. Dungue w=0/ ha uno 0 in eccesso.



Nel 2° caso, per I’ipotesi di induzione i.b), la stringa « ha due 0 in eccesso (in quanto
concatenazione di due stringhe derivabili da A). Di conseguenza, w=1« ha uno 0 in
eccesso.

i.c) Siaw una stringa di lunghezza n derivabile da B in G:

w=ne Bow.

Si hanno due possibili casi:

B(_—7§18:>w e w=1a, ove S=a, |a|:n—1

BgOBB:W e w=08, ove BB=p, |f/=n-1

Nel 1° caso, da i.a) sappiamo che « possiede lo stesso numero di 0 e di 1. Dungque w =1«
ha un 1 in eccesso.
Nel 2° caso, per Iipotesi di induzione i.c), la stringa S ha due 1 in eccesso (in quanto
concatenazione di due stringhe derivabili da B). Di conseguenza, w=04 ha uno 1 in
eccesso.

Risulta cosi dimostrato il “teorema” i): L(G) c L

Dimostriamo che L < L(G). Questo corrisponde a dimostrare che “ogni parola con uguale

numero di 0 e di 1 & generata da G”.

Procediamo per induzione sulla lunghezza della stringa.

Possiamo ricondurre questa dimostrazione a dimostrare che:

i.a) ogni stringa con uguale numero di 0 e di 1 é derivabile da S in G;

i.b) ogni stringa con uno 0 in eccesso € derivabile da A (in G);

i.c) ogni stringa con un 1 in eccesso & derivabile da B (in G).

Sia w una parola su L (ossia, avente uno stesso numero di 0 e di 1).

Passo base

=1

ii.a) Non vi sono parole di lunghezza 1 che abbiano lo stesso numero di O e di 1;

ii.b) La sola parola di lunghezza 1 con uno 0 in eccesso é w = 0 ed é derivabile direttamente da A
in G:

A=0
3)

ii.c) La sola parola di lunghezza 1 con un 1 in eccesso e w = 1 ed e derivabile da B in G:

B=1
(6)

=2
ii.a) Le sole parole di lunghezza 2 che possiedono lo stesso numero di 0 e di 1 sono:

w;=01ew,=10



Entrambe sono derivabili da S in G attraverso le seguenti derivazioni:

S=0B=01
® (6)

S=1A=10
(2) 3)

ii.b) Non esistono parole di lunghezza due con uno 0 in eccesso.

ii.c) Non esistono parole di lunghezza due con un 1 in eccesso.

Passo induttivo

Dimostriamo che, per ogni n > 2, se supponiamo che ii.a), ii.b) e ii.c) siano vere per ogni parola
di lunghezza m, con 2<m<n, allora ii.a), ii.b) e ii.c) risultano vere per parole di lunghezza n.
ii.a) Sia w una parola di lunghezza n con lo stesso numero di 0 e di 1:

w=n
Supponiamo che w inizi con uno 0. Dunque, w=04, ove |ﬂ| =n-1e Fhaun 1 in eccesso.

Per ipotesi di induzione ii.c), g é derivabile da B in G:

*

B=p

Ma allora, w & derivabile da S in G e la relativa derivazione €:
S aOB =04=w

Supponiamo che w inizi con un 1. Dunque, w=1« , ove |a| =n-1 e ahauno 0 in eccesso.

Per ipotesi di induzione ii.b), « & derivabile da A in G:

*

A=a
Ma allora, w & derivabile da S in G e la relativa derivazione é:

S=1A=la=w
(2)

ii.b) Sia w una parola di lunghezza n con uno 0 in eccesso:

w=n
w pu0 avere una delle seguenti due forme:

1) w=0p, ove |f|=n-1 e Bhalo stesso numero di 0 e di 1
2) w=1la, ove |o|=n-1 e ahadue 0 in eccesso.
Se w =04, I’enunciato ii.a) vale per ge si ha:
S=p
Dunque, w é derivabile da A in G e la relativa derivazione é:

AaOS =04=w



Se w =1¢, nella derivazione di w da A (in G) che stiamo ricercando, il 1° passo consiste
nell’applicazione della produzione (5)
A—1AA

Vogliamo dimostrare che:
.
AA=a
ove « ha due 0 in eccesso. E sempre possibile considerare o come il risultato della
concatenazione di due stringhe, «'e ", entrambe con uno 0 in eccesso:
a=d'a" ove |a|<n e |a’|<n.

Per ipotesi di induzione ii.b), si ha:

* *

A=a'

e dunque una derivazione di w da A é:
AglAA:la’A:la’a” =1a =w (& I’'unica derivazione di w da A?)

ii.c) Sia w una parola di lunghezza n con un 1 in eccesso:
[w=n
w pu0 avere una delle seguenti due forme:

1) w=1c,0ve |a|=n-1 e & halo stesso numero di 0 e di 1.
2) w=0p, ove |f|=n—1e 8 hadue 1 in eccesso.

Se w = 1¢, I’enunciato ii.a) vale per « e si ha:

*

S=a

Dunque, w & derivabile da B in G e la relativa derivazione é:

B=1S=la=w
O]

Se w=0p, nella derivazione di w da A (in G) che stiamo ricercando, il 1° passo consiste
nell’applicazione della produzione (8)

B —>0BB
Vogliamo dimostrare che:

BB= /4
ove B ha due 1 in eccesso. E sempre possibile considerare # come il risultato della

concatenazione di due stringhe, g’ e S", entrambe con un 1 in eccesso:

B=pp" ove |B|<ne|B’|<n



Per ipotesi di induzione ii.c), si ha:

B=/' e B=/p"

e dunque una derivazione di w da B é:
BgOBB:O,B’B:O,B'ﬂ” =0p=w

Risulta cosi dimostrato il “teorema” ii): L < L(G).
Siha: L = L(G).



